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امقدمة : 
حاولنا أن نضع بين أيدي أبنائنا الطلبة كتاباً يستطيعون من خلال دراسته 
متابعة المفاهيم والمصطلحات الواردة فيه . وادراك هذه ال مفاهيم ومن ثم 
اكتساب المهارات المترتبة عليها وضمن برنامج تنويع التعليم أعدت المديرية 
العامة للمناهج هذا الكتاب لطلبة الصف الخامس العلمي / الفرع الاحيائي . 
ويتكون من تسعة فصول تبدأ بالفصل الاول : اللوغارتمات وكيفية استخدام 
الالة الحاسبة » أما الفصل الثاني فقد احتوى على المتتابعات, أما الفصل الثالث | 
فقد احتوى على القطوع المخروطية مقتصراً على موضوع الدائرة. وقد احتوى 
الفصل الرابع على الدوال الدائرية ورسم منحنيات الدوال الدائرية البسيطة. | 
| أما الفصل الخامس يتضمن غاية الدالة واستمراريتها. ظ 
أما الفصل السادس فقد احتوى على المشتقة والقواعد الاساسية للمشتقة | 
ومشتقات الدوال الدائرية وتضمن الفصل ايضاً على تطبيقات هندسية 
وفيزياوية » أما الفصل السابع فقد تضمن تكملة موضوع الهندسة الفراغية 
واحتوى الفصل الثامن على مبدأً العد والتباديل والتوافيق والاحتمال ونسبة 
الاحتمال . 
وينتهي الكتاب بتقديم المصفوفات وكيفية حل جمل معادلات خطية في 





6و 2 


لذا نرجو من الله العلي القدير ان يوفق ابنائنا الطلبة الى مافية الخير لهم 
ولبلدنا العزيزء ونآأمل من زملائنا المدرسين موافاتنا مملاحظاتهم بهدف 
التطوير... ومنه العون 


لجنة التنقيح 













الفصل الأول © 
1 1م013 





| اللوغاريتمات | كط 00 ا 
-1] نبذة مختصرة عن اللوغاريتمات . 
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وس ةا "7 7 سييد<” به 59 يد 2 | سيد ”' “سيية” ا ا 27 يده 0 


11 -1] نبذة مختصرة عن اللوغاريتمات . 


امسر رامحو .يكم بد ده ل يتيز 2 يي ك2 3 


اكتشفت اللوغاريتمات في أوائل القرن السابع عشر من قبل الملاك الاسكتلندي جون نابيير 
(1550 - 1617م) الذي كان شغوفاً بالرياضيات ومن اهم اعماله استخدام اللوغاريتمات التي 
تحتوي في اغلبها عمليتي الضرب والقسمة وتحويلها 
الى عمليتي الجمع والطرح وكان كتابه ((توصيف قواعد اللوغاريتم المدهشة)) الذي نشره في عام | 
4م . وقد حوى هذا الكتاب اولى الجداول اللوغاريتمية التي استغرق اعدادها 20 سنة. 
الفكرة الأساس القائمة عليها اللوغاريتمات هي تحويل الاعداد على شكل أس والتعامل معها عوضا 


ساعدت في تبسيط الحسابات الفلكية المعقدهة التي 3 


عن الاعداد الاصلية. 
| واليك بعض المجالات التي تستخدم فيها اللوغاريتمات: ٠‏ 5م 


6 


5 


4 


3 


2 


1 


0 





8م 23ن3.ع /7ن3.ع 306.ع 305.ع 304.ع 303.ع 302.خ 30.ع 


* استخدامه في قياس قوة الزلزال على مقياس ريختر. 
ظ * يصف الرقم الهيدروجيني للمادة (511) درجة حموضة المادة 
| التي تحسب باستخدام اللوغاريتمات للأساس 10 حيث: 
الرقم الهيدروجيني [* ]١!‏ و10 - - اام 
*1! تركيز أيون الهيدروجين في المادة 
*يستخدم في قياس شدة الصوت (1) بالديسيبل حيث: 

١090‏ 10 - ا حيث 3: شدة الصوت (و/م') 

0 : اقل شدة للصوت تستطيع إذن انسان عادي ان تميزه . 
*حساب سرعة الصواريخ (5) حيث: 
»ا صا /لا+ 0.0098 - - ه 
0 زمن اشتعال وقود المحرك. 
: سرعة انطلاق البخار كم/ ثا. 
»ا: نسبة كتلة الصاروخ محمل بالوقود الى كتلتة بدون وقود 
ا: اللوغاريتم الطبيعي. 


* في الاحصاء يستخدم في حساب الفائدة المركبة المستمرة 1 حيث: 


!: الفائدة. 

0 عدد السنوات . 

*حساب الوسط الهندسي - (6... (,) (,») (,) [؟ 
في الينود اللاحقة سندرس اللوغاريتمات العشرية والطبيعية , 
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يي "سييية ‏ سذة 0 :سد" #بسبييية :صية سيد #7 يي < ا#«سين” م سي ”سد د “ييه “#ية .0 يه 7# ذه سيد" 


[1-2] الدالة اللوغاريتمية 61101 انا عألضط)1 602 ا : 


ا- م ”7 0-2 إع- ح-- 5-2يي-ك2 محري بوتكم تير يسم -5 وم 2-8 مس يكن سكير 


لقد درست في الصف الرابع العلمي الدالة الأسية: 
1 ع 3 , 0< 82,2 - («؟ , م دعم :]1 وهي دالة تقابل 


ولانها دالة تقابل فلها دالة عكسية ( 51 ) حيث 2 © م *ظ:1م 


وهي تقابل ايضاً وتدعى هذه بالدالة اللوغاريتمية 
ولتوضح ذلك: الجدول أدناه يمثل بعض الازواج المرتبة التي تمثل الدالة "2 - لا 


]| بالإعتماد على النقاط :- ((ل , 1-) , (0,1) , (1,2) , (4)2,4 رسمنا المنحني البياني »2 - ٠‏ 
ويمكن رسم المنحني البياني للتقابل العكسي بالإعتماد على نظائر هذه النقاط والتي هي :- 
8 1 
| ((4,2) , (2,1) , (1,0) ,17 , ج)) 








| والشكل المجاور يوضح ذلك. ١‏ 
7-6 7-2« 
(2.4) 
6 ها علا ( 
542 0 
(1كرسكأم (1:1/2-) 
4) ردك 


وبصورة عامة يمكن وضع تعريف الدالة اللوغارتمية بالشكل الآتي :- 


الدالة اللوغاريتمية : 


يرمز للدالة العكسية للدالة *23-لا بالرمزلا ©6ه1-6-<ا فنقول ان ا هو لوغاريتم لا للاساس 32. ١‏ 
ويمكننا ان نكتب العلاقة الاتية: 4 
*2 حدايا ج لا 100 - << (20 


1 “3<0,2, نمع لا ., جح ير 9 














اكتب يأتي بالصورة اللوغاريتمية: 
 ©00.001-103  ©2- 2‏ 6053-1125© 
الحل: من المعلوم ان *3 - لا ج> لا وها - » 
3 -125 وما تكافىء 125 - 0057 | 
3- -0.001 وها تكافىء 3- 10 - 0.001 © 
5 - 2 وها تكافىء 32175 - 2 اق 




















(مدق #9 


ظ اكتب كلا مما يأتي بالصورة الاسية: 








4 - 10000 0©ه6ا 2 - 64 ها 2 - 49 نه ا 
© © ب © 
الحل : من المعلوم ان *3 - لا <> < ع لا 060 ا 


ظ 7 - 49 جه 2 - و4 وها © 
2 2) -64 ج 12 -64 وها ا 
0 ب © 
4 - 10000 < 4 - 10000 و6 © 


> سك ير كت جا و ثبي ل بش روورسك بورك ررد 7 ا 1 
عديو 


[1-3] خواص الدالة اللوغاريتمية . 


'8إ2011110101111101111610111 
سندرج بعص خواص الدالة اللوغاريتميه: 
([#1 لكل عدد حقيقي موجب لوغاريتم. 
#ليس للعدد الحقيقي السالب لوغاريتم. 
6بما ان الدالة اللوغاريتمية تقابل فان: 
**8 جح لز , ذا كي , لا 09 - ا وها > نل - » 
لما كان 0 < 2 . 1 + 3 لكل ** ١‏ ح لإ,عا سنقبل القواعد الاتية بدون برهان: 
لا 09 »ع 09 ِ (لا»ا) 09ا الها 
لا 09 ا 3 “ا 09 ا - (لا/»ا) ©6ا يط 
85 ع و ف , («) 9ه 0 - " »ا 090 ا ع 
[ - 3 00 ا 4 
0 - 1 وما 8 





















مغالظات قو اعد ,اللو هاريتسات: 


لا ٠69‏ . ا 609 ا + (لا“ا) ©6 ا * 
23 3 آ 23 

0 ع لا , ل لض + زلا/»ا) 0ه * 
لا ©60ا 3 

"(*ا 169) د “ذا وه | * 





لاحظ سؤال 3 من تمارين (1-1) 
أثيت ان +- 
| 1 - (2/3) 09 002 -(17/5) وها 
| الحل : 
الطرف الايسر: 
“(2/3) وها 3 5 0 - 9,17/5ه0ا 
ظ (5.-2. ل ) وها بعد الاختصار نحصل على 
ظ © [ - 2 و0 ا الطرف الايمن 
حل المعادلات الاتية: 
3 - 343 وها 0ك + - 1/125 0 5 6 - 4 وها ([© 4 - »د وها 69 
الحل ! 34 -» < 4 - ير وها 
مج -(81) جح 81 -» 
“ا - 26 ه عير - 64 ج 6 - 64 وما [©| 
2 ع - 2*8 
لماذا ؟ مج - (2) 
*5 - 1/125 + « - 1/125 وها © 
و2ك 503-9555 
مج - (3-) 








| 


3 »ا - 73 جح 3« - 343 ج 343-3 ٠00‏ 14 
ظ 2025-7 





مج - 277 








([#جد العدد الذي لوغاريتمه للاساس (1/4) هو (2.5) 
© جد اساس العدد (0.01) الذي لوغاريتمه (1) 

© جد لوغاريتم العدد (1/8) للاساس (2) 

الحل : 


© نفرض العدد ->< ©ه 2.5 -< وها 

ظ ؤ 1 
2 - ا جه 1/)22(25- »« جه 1/4(25) - ع 

38 نفرض الاساس - ا حه 1 > 0.01 وما 

ظ 01 -»« ج ا*ا- 0.01 

0 

© 2 نفرض اللوغاريتم - » > » - 1/8 وما 

3- ياج 2-3-*2 هج *1/8-2 


5 جد قيمة مة ب« ساي 
- »د و90 4--16 وما( « - 0.00001 وه9© 
اكتب الصورة الاخرى لكل مما يأتي: 
1 - :(0.01) 9 2- - 1/25 وما 9© 343 - * 697 4 - 10000 و0 ©© 
©© فيما يلي علاقات غير صحيحة دالماً. اف 8 > < . 8 - لاء حيث 0 < 3 وبين ذلك: 
لا 09 + * وها - زلا + *) وها هه 
/ا 9ه 5 “ا 00 ا عد لا“ ©ها انظ 
ُ) * 69 ا ) + + 09 ا 8 


















© جد قيمة ما يأتي : 
6 2109 + 5 وها4 + 40/9 وه © 
200 و6 3 - 125 59 8 وك 2 © 
(2 + ») / (2 -«)روما + (2 - »)روما 2 - ره - #) وما © 
اذا كان 0.3010 - 2 9ما , 0.4771 - 3 9ه ا جد قيمة كل مما يأتي: 
ظ 2 وها © 0 وما 69 2 وها © 














1 / ْ / 
/ , ١ 


© ٠09 .) 2«- 1( + +69 1 + 4( - |١١05 

3 -(5 ->*) وما - (5 +« 3) وها © 

“ا - 12 وها + 132/121 وه! - 5/66 وها + 5 وما © 
: 09 + 1 - (1 + 0 0 7 - 3) وه ٠‏ 69 











07 حل المعادلات الآنية: 


-010 بي ببست سوود" - “ةا وحصي ع سه 


41 -1] اللوغاريتمات. العشرية. عط قوم اهماعهم ١‏ 


7 ل ا لير ل لي اك يي 252ل 0ك لي ا بين تسر | 


سيق أن لرسنا اللو شاريتم لآى أساس [) 2 و 1 + 3 ظ 
| والآن سنتعرف على لوغاريتم اساسه 10 - 8 يسمى اللوغاريتم العشري (اللوغاريتم الاعتيادي 

ظ 17 !+ 20111111011)) وقد اتفق على عدم كتابة الاساس (10) حين استعماله. ظ 
أ فمثلا: 77 ©0ا! يكتب 7 1600 2 06 09 ا يكتب 0.06 ©60 ا 

“ا 09 ا 55 * 60 ا 

ومن المفيد هنا ان نذكر ‏ - "10 100 قمثلاً: 5 - 0-10 0ه - 0.01 8 


[5- -1] اللوغاريتمات الطبيعية وا مسقلا 


تعرفت في بند [4- -1] على اللوغاريتمات الع ب كرت كاد 0 (10) والان سنتعرف علي 
اللوغاريتمات التي اساسها ١‏ 
حيث 2.718281828459045- » ويمكن ايجاده ( ) حيث ع ح "(1+1/0) (ذا 


وبالتقريب تكون 2.71828 2 - ع 


وإذا فرضنا !١‏ حل فإن مج( إذا كانت 


أ 24 14 | جع -*(م+1) جما 
2.3 01 | . 
ويصبح القنون اع -" لل +1) 1107 | 2.71692393 1 | بشكل : 


)))1 2.654 
)0001 2567 


2.59 01)) 
2.561 1 ه)) 


23 0.21 
ظ 
ظ 





والتي تسمى باللوغاريتمات الطبيعية وتكتب بالشكل ))11١((‏ لتميزها عن اللوغاريتم العشري ((109)) 





04 ١ 
من تعريف (الدالة اللوغاريتمية) لو بدلنا الاساس 3 بالاساس © نحصل على‎ 


*© ح زا جه لز 3 ا - « 


قواعد اللوغاريتمات الطبيعية نفس قواعد اللوغاريتمات العشرية 


سب 8 2 بز , ا حا *هج زرا 
البرهان: الطرف الايسر 
ما ؟< - *ع 1 ا 
(001») 
4 


الطرف الايمن 











1 خ+ 3 , 0 << ١‏ 
*ا 60 ا م6 0ه 0 ظ 
سصسصلفد يو 1 لكك 
2 6060 ا 9 00 
)1( ل ااه «<ا جد<<ا و60٠1‏ - لا نفرض 


بآأخذ اللوغاريتم الطبيعي لطرفي العلاقة 1 
ظ لج ما - ا ما 
الطرف الايمن - 3 10 / < ما - نر ج جه ضا لا - عاضا 
(١‏ » 
ما قيمة 15 /٠69‏ 1 +15 09 /1 [ 
الحل : 
(15 صا/ 5 صا)خرز 15 صا/ 3 صا) - ر5 صا/ 15 صل)/ 1 + (3 صا/ 15 صا )/ 1 
1 - 15 صا/ 15 صا 15 صاثمررذ صاء 3 ص1ا) - 





. [1-6] استخدام الآلة الحاسبة 


١‏ / ا 
م ٍ 
ظ / 
1 ,1 
1 
| / 
١‏ أله 
لخر ,اس .تسر ا اال عا ل مس لاسر ا اكت لاتير - تي ا بور 


بعد دراستنا للوغاريتمات العشرية والطبيعية وبعض قوانين اللوغاريتمات. الان سندرس 
كيفية استخدام الحاسبة (31©100136401) لأيجاد لوغاريتم عدد ولوغاريتمات الاعداد المقابلة. 


مد سح م - ل بيد سيج سب يي باسبة | 


اولاً: ايجاد لوغاريتم العدد : 
( أ ) في حالة اللوغاريتمات العشرية (©10) 
* نكتب العدد المعطى ثم نضغط على المفتاح ©1060 فيظهر الناتج . 


استخدم التك الحاسبة لتجد: 


/ 5 وه٠‏ © 0.08 0809© 13 وها©) 7 و60 





/ 





0.84509804 - نكتب 7 ثم نضغط 09 ا الناتج‎ 2 ١ 
اي 0.84509804 - 07ها‎ 
1.113941352 - نكتب 13 نضغط 009 ا الناتج‎ 120 
- 1.096910013 - نكتب 0.08 نضغط 00س الناتج‎ 8 
0.176091259 - نكتب 1.5 نضغط 009 ا الناتج‎ © 





(ب) فئ حالة اللوغاريتمات الطبيعية لد ل( 
* تكتب العدد نضغط المفتاح ٠0‏ فيظهر الناتج 


2 


ع 


1.5 اج© 08)) © 13 ماج© 7 6 


الحل: ظ 
| (1 نكتب 7 نضغط ا الناتج - 1.945910149 
ظ 02 نكتب 13 نضغط ١‏ ! الناتج - 2.564949357 
© نكتب 0.08 نضغط ا الناتج - 2.525728644 - 
| [1© نكتب 1.5 نضغط 5ا الناتج - 0.405465108 






















ثانياً: أيجاد العدد المقابل اذا علم لوغاريتمة 
(أ) في حالة اللوغاريتمات العشرية 

* نكتب لوغاريتم العدد المعطى نضغط على مفتاح 2001 (او في بعض الحاسبات /الل!ا) 
ويكون لونه عادةً ((اصفرء ازرق ...)) ثم نضغط على 100 فيظهر العدد المطلوب . 


0# 


باستخدام آلتك الحاسبة جد الاعداد المقابلة التي لوغاريتماتها العشرية هي: 
9 1.096910013 - © 1.113943352 © 0.84509804 60© 
الحل: 
([© نكتب 0.84509804 نضغط 20015 ثم نضغط 09 فيظهر 7 
| © نكتب 1.113943352 نضغط 2001 نضغط وها يظهر 12.9999999 - 13 ظ 
نضغط مفتاح[-] نكتب 0.096910013 ثم نضغط | -] 
| فيظهر 0.096910013- ثم نضغط 20015 ثم 09ا يظهر 0.08 
1 نكتب 0.176091259 نضغط 2001 ثم وها يظهر 1.5 ١‏ 
ملاحظة: 
قارن نتائج مثال (1) مع مثال (3) 
( ب ) في حالة اللوغاريتمات الطبيعية ((1ا)) 
* نكتب لوغاريتم العدد المعطى ثم نضغط على مفتاح 2001 ثم نضغط 1 فيظهر العدد المطلوب 












1110-3 


جد الإعداد المقابلة للاعداد التي لوغاريتمها الطبيعي هي: 
7 © 0-9 


©(-- 5728644 <3 838 






الحل: 
(1 نكتب 1.945910149 نضغط 20015 ثم ا فيظهر 7 
(0 نكتب 2.564949357 ثم نضغط 2001 ثم مفتاح ا يظهر 12.999999999 - 13 
نضغط [-] تكتب 2.525728644 ثم [-] فيظهر 2.525728644- ثم 
نضغط 20001 ثم ا فيظهر 0.08 
(1 نكتب 0.405465108 نضغط 2001 ثم ا فيظهر 1.5 










أمثلة متنوعة (استخدم آلتك الحاسبة) 


(منل1 » 
جد قيمة 3 00 ا 

فل 0" 
باستخدام قاعدة تبديل الأساس 

4 - 0.4771/0.6021 - 3/1094 وما - 3 وما 








ا عد شي 5 ا +7 وها 
أل 
١‏ لجد 1 ح- 7 00ا 
4 - 15 ا 

4 + 0.8451 - 5صاء 7 وها 


<مدلا9© 5 - 


جد قيمة ١1002‏ - 60016ا 
5 5 
الحل : 





02 0ه - 2 وها - 16 وها 
بتبديل الاساس 8 وها ْ 
9 ح-ح 8/1005 00] - 
3 - 





جد قيمةه 1.05(!17) - ا باستخدام اللوغاريتم < 
الحل : 


بن -. 


255 ) - « نأخذ لوغاريتم الطرفين 
5 ©ه1! 15 - “ا وها باستخدام آلتك الحاسبة 
2 >* 15 - <<" 600 ا 
0 - < نا 
7 - *« 0 





١ 1 ْ ظ‎ 


0 
جه 


في سنة 1995 حدثت هزة أرضية في إحدى مدن العالم بدرجة 8.0 والمصنف على مقياس رختر ٠‏ وحدثت هزة 
اخرى في 2001 في مدينة اخرى بمقدار 6.8 قارن بين الطاقة المنطلقة من هاتين الهزتين ‏ 


الحل: 


00 


2 5.307 - م 


068 


68 
230 0ع 


8.0-0.8 


0 - ما 
7 م 


16000 1.2 >8 00 ا 


وبإستخدام الحاسبة اليدوية نجد 


]|[ جد الوسط الهندسي للاعداد: 16 » 15 » 14 ١‏ 13 


ظ الوسط الهندسي - (, ) .... ( ,> )( و6( ,9/06 
(4]1)13()14()15()16 - الا 
[16 ©169ا+ 5ذ1و9ه1 + 14 0©ه6٠‏ + 13 نها) 2 - اللا وها 
[1.2041 + 1.1761 + 1.1462 + 1139 00 - اللا وها 


1 
3 <>« ل 


- 11 


م4 48 1 - الغا " 
4 . 55 5 2 
اوجد الرقم الهيدروجيني لماء البحر اذا كان تركيز أيون الهيدرجين [11] له حوالي: 


* 3.2 
الحل : 






الرقم الهيدروجيني [!] 0وه1- - غم 
59" 3.2 100 - 








0 


/ 
/ 
3 
ل 
/ ! 


[7 10 160+ 3.2 160]-- 
[10 ه90 - 3.2 0ه16]- 
[9 --03.2ه16] - 
9 + 3.2 60©0] - 
9 + 0.5052- 
5.4 

















82-1 
بفرض انك تستثمر (2) مليون دينار بفائدة مركبة سنوية مستمرة قدرها 27 اوجد جملة ما 
ستحصل عليه بعد (10) سنوات. 









1 الحل: 
قانون حساب الفائدة المركبة المستمرة هو""© 2١‏ - ؟] 
١‏ 
ف 728 - الميلغه_ 2 ”ح الفائدة  <٠.‏ 3 - عدد السينو ات 
احيث 00 - الميلخ : لسنوأت 


"7 106ع» 2.000.000 دم 
]|| 5" »ع« 2.000.000 -ه1 بأخذ 15 الطرفين 
| 1/5 + 2.000.000 صا جه صا 
7 - 
838 - هه . 





جك 


استخدم صاروخ لدفع سفينة فضائية. فاذا كانت نسبة كتلته 20 وسرعة انطلاق البخار 1.5 كم/ثا 
وزمن الاشتعال 100 ثا. جد سرعة الصاروخ . 
الحل: 

استخدم العلاقة »ا ما نلا + 2 0.0098 - - »ع 








حيث: 5 سرعة الصاروخ  .‏ - الزمن . /ا - سرعة انطلاق البخار ٠»‏ - نسبة كتلته 
10س 1.5 + 100 * 0.0098 - - هع 
(2.9956) » 1.5 + 0.98- - 5 
4 + 0.98 - 
كم/ثا 3.5134 - 5 :' 
















١ 


« استخدم ألتك الحاسية » 


ولكش <«ك تمارين (1-2) حمر 
(1© جد قيمة كل من: 


200 © 15 و0٠‏ 69 68 
(1© جد قيمة كل مما يأتي: 
3 171 ] + 3 00 ا + 33 و5٠‏ © 7 ©0] - 2 وها © 
([© جد قيمة كل مما يأتي: 


© 3 )) 627 © ) 1.02“ 









© حل كلا من المعادلات الآتية: 


 ©9)5( )25- 4' *‏ 17- :-96© | 26 -*903© 
© جد الوسط الهندسي للاعداد الآتية: 
5 101213614 :ك1 


1 


1[ -دء3 ومار] + 366 1/19 +36 09 / © 
5 - (6 160+ 5 و216) 2 + + 40/9 وه٠‏ © 
© اذا كان 
4 60 3ط دا وها  -‏ فأن 1/0 - 3 وها 
8 تركيز ايون الهيدروجين [111] في اللبن هو 10-7 © 2.5 فجد الرقم الهيدروجيني له. 
باستخدام قانون الفائدة المركبة "706 - 1 لاستثمار مليون دينار بفائدة قدرها 2.57 ولمدة 
(6) سنوات. جد جملة ما سيحصل عليه. 
(1© جد سرعة صاروخ نسبة كتلته نحو 10: وسرعة انطلاق بخاره قدرها 3.5 كم/ثاء وزمن 
اشتعال المحرك 50 ثانية. 
ل اي مقدار (مقادير) يكافىء المقدار © ©1060 - 3 ©2160 ؟ 
5 1-60 - 2ج وها © +ط3) وه٠‏ 6 22/0 وه © +( ط/ة ) وه٠‏ 61 
02 في سنة 1997 حدثت هزة أرضية في إحدى المدن العالمية بدرجة 4.9 والمصنف على مقياس 
رختر . وحدثت هزة اخرى في مدينة اخرى سنة 1999 بمقدار 7.0 » قارن بين الطاقة المنطلقة 
من هاتين الهزتين. 











0 أختر الاجابة الصحيحة للمقدار 3/5 ©0 ا 


ليبس أي منها © (م-ق) وه © 0 ٠600 © ٠هو 2 - 1٠60©‏ / 613 


ب ا / 
/ 
و3 1 
فوأ 
1 
حََ 0 











(© ..الفصل. الثاني ...©) 
011112 







-- ب مي ضيبي صيبيو” لح وى "اك ل ا هبي : اص أ 


المتتابعات ع5 9 
2-01] المتتابعة كدالة وتعريف . 

. الحد العام للمتتابعة‎ ]2-2 ٠ 

. المتتابعة الحسابية‎ ]2- ٠ 

-2-3] مجموع المتتابعة الحسابية . 

. المتتابعة الهندسية‎ ]2-4[ ٠ 

-2-4] الحد العام للمتتابعة الهندسية . 

. المتتابعة الهندسية اللانهائية‎ ]2-4-2[ ٠ 





المتتابعة لينسية| | اللشكاعم 000 
المتتابعة الحسابية 1 


المتتابعة اليفسية | "ورلا 000000 


00 
المتتابعة الحسابية [0 (1-م) + 25] د درة 


المتتابعة الهندسية عل - عو ظ 


المتتابعة الهندسيةاللانهائية 





وي “يعيب ررد يريب يي ريو ييه طلهعيية” ”يي 


0 
قبل تعريف المتتابعة نأخذ المثال الى 


نا 


1 -2] المتتابعة كدا كدالة وتعريف 





ليكن 5 < [(10 , رن 
م + 5 - رم)] 


إن هذه الدالة تعين لكل عدد صحيح موجب (2) من بين عناصر المجموعة الجزئية من *2 
الصورة (5+21) وإن: 





11 -5+6-(43, 4-9 + 5 -(12, 2-7 + 5 -(1)؛ 
5 -20 + 5 - (10)) 
ويمكن أن نعبر عن هذه الدالة على صورة أزواج مرتبة كالآتي : 
((10,25) ... , (3,11) , (2,9) , (1.7)) | 
ولأن مجال الدالة هو المجموعة ( 10, ) فانه يمكن كتابة مداها مرتباً على الصورة 
(25.... 7,9,11) 
أي صورة (1) - 7 
صورة (2) - 9 وهكذا 
وهذه الدالة تسمى [ متتابعة ] والاعداد المتتابعة تسمى ب [ حدود المتتابعة ] 


المتتابعة هي دالة مجالها 2 ( في هذه الحالة تسمى متتابعة غير منتهية 501/166 ع]أدأقأما) 
أو أي مجموعة جزنية مرتبة ومنتهية تنتمي الى *2 تبدأ بالعدد (1) أي على الصورة 
(13 ,...4)41,2,3 (في هذه الحالة تسمى متتابعة منتهية) وتكتب بشكل < ... , ...2 ... ٠‏ ... > 


فمثلاً الدالة ((7,9) , (6,10) , (5,4) , (2,7) , (4)1.3) -6 
لا تسمى متتابعة لأن مجالها ( 1,2.,5,6.,7 ) 

وليس (1.2.,3.,4,5,6) 

أي أن مجالها ليس مجموعة جزئية مرتبة ومتتابعة من”*2 تبدأ بالرقم 1. 

















حيث 1/5 - (0)] أكتب المتتابعة . 





... , 1/3 > (3) , 1/2 - (2) , 1 - (1)) 
وتكتب بالشكل الآتى : المتتابعة <... , 1/3 , 1/2 , 1 > 





(1,2,3,...,20) > هم , 1 + 2م - (4)0 أكتب المتتابعة . 


لتكن 
الحل : 










1 - (20)؛ ,... , 10 - (14)3, 5 - (1)2, 2 -(1)) 
. المتتابعة <401 .... ., 10 , 5 , 2 > 


لتكن !1 6 , 0 - (400 2 ءهل تمثل متتابعة ؟ 
السز.: 
ليست متتابعة لأن مجالها ليس “2 أو مجموعة مرتبة منها على صورة (1,2:3,...,11) 





. ل‎ 
١ 
ْ 


ملاحظة: 
إذا لم يحدد مجال المتتابعة نعتبره " 


92-1 


اكتب الحدود الستة الأولى للمتتابعة: 








0 فردى اه "5 45 -رم» 
0 زوجي تلم ظ 
الكل :+ 
م فردي (000) 0 زوجي ((اعلاع) 
3 > 4-1 - (1)1 4 - 22 - (1)2 
1[ - 4-3 - (1)3 66 - 42 -(1)4 
1- - 4-5 - (1)5 6 - 62 - (1)6 


وتكون الحدود الستة الاولى على الترتيب هي : < 36 , 1- , 16 , 1 , 4 , 3 > 





اللا" 
: 04 

4 
1 اك 


كك -#بيصيد*7” ييه 7 8 0 ”عد ” ييه 35 يه “#يميية ”7 ايه ا “0 


2-2 و حك جات وري تت شر 02 1ل كتك00د0نن 


: 2 -2] الحد العام للمتتابعة: 51 رومع 76 اج©05ع6 


ل العام أو (الحد النوني) 0 قاعدة عامة ا يا أيجاد كل حدود ديد 
فمثلاً متتابعة الاعداد الزوجية الموجبة: ... 2,4,6,8 حدها العام هو: 


نرمز للحد العام بالرمز ,لا فيكون: 


بمعنى: (1)2 - 


وكذلك متتابعة الاعداد الفردية الموجبة: ... 1,3,5,7 حدها العام هو: 
2 > ص, 1 - م2 - إلا 





ظ 3--1(:/3-)ح,لا , 1(2/2-1/2-)حرلنا , 1--1/ 1 )نا | 
5/- - 5/؟(1-) - ونا , 1/4 - 1(4/4-) - نا 
ظ .". المتتابعة <1/5- , 1/4 , 1/3- , 1/2 , 1-> 





اكتب الحدود الستة الاولى للمتتابعة التي حدها العام 


2- - إلا ,2 - إلا ,1- - رلا ,2 - إلا ,1/2- - رلا ,2 - إلا 
". المتتابعة <10.2.5-3/2-.1/2.2-,2> 






اكتب المتتابعة ل حبث : 







5 - 4+1 - إلا , 1/9 - 1/32- إلا , 2+1-3 - رلا , 1 - 
01-7 لا 123 -:15 - 

< المتتابعة <7 , 1/25 , 5 , 1/9 , 3 , 1> 
ان :ث3 
| اكتب الثلاثة حدود الأولى من المتتابعة التي حدها العام 3 - لا 

الحل: 

3 - ولا , 3 - إلا , 3 - إلا 
'. المتتابعة ‏ < 3 , 3 , 3 > 





ف 


| 1 
|| 








ملاحظات: 
1. المتتابعة التي حدودها متساوية تسمى [ المتتابعة الثابتة ] 
فمشرتص لصون به كاسم اجر ؟ للوعا مي ,للق 18 لعشم عر 
2.9.42 ى 7 ووه - 82055 فى 4# .2.7.9 :ث 3ش ا طظاممة 


مختلفتان لأن: 7 - ,رط بينما اس 
2 - بط بينما 50-7 


3. قد لا تكون لبعض المتتابعات قاعدة لحدها العام فمثلاً : 
التتتلينعة نا 151719 11177 ,7 , 5 خقرانع 
ليس لحدها العام قاعدة حيث لا يمكن إيجاد صورة عامة يمكن بواسطتها إيجاد كل حدود هذه 


المتتابعة . 



















5 7 ' 
3 0 
1 ١ 
ٍ 5 


([! كل دالة مجالها '2 هي متتابعة. 

(© كل دالة مداها *2 هي متتابعة. 

#9 كل دالة مجالها (8, 7 , 6 , 5 4 ,43 هي متتابعة. 

#9 كل دالة مجالها 2 هي متتابعة. 

(#1 كل دالة مجالها ( 7 , 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 ) متتابعة منتهية. 
49 كل دالة مجالها ( 9 , 8 , 7 , 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 ) هي متتابعة. 
([[ الحد الرابع في المتتابعة <(07+1)/ 75> يساوي 2/5 
© مجال المتتابعة <96 , ..., 6 , 4 , 2> هو “2. 

49 في المتتابعة < لا > حيث ,لا 0 - 5 









[ +م 


فأن الحدان الاول والثاني مختلفان عندما 1 - "0 
3 558 فى 2 د 
((© في المتتابعه 2 4“ل)] > يعون لا 2< لا 








في المتتابعة <,لا> حيث 25+ *5 - ,لا أثبت أن ,لا < ,,,ل 


(# اكتب ثمانية حدود من المتتابعة بفرض: 


لك -] - لا.ه مد - 2م - © 
"1-) - إلا 3 ل 69 
ا - ,© 


[ - 0 ىج ,ل © 
0 فردية ... 1 
!-. © 


0 زوجية ... 2 


11 


ا" 


5 4 
روجي ل 


.د وف جسم درن 2-1 حر صر 


©آي العبارات التالية صحيحة وأيها خاطنة: 





سم 


-2] ] الم 5 تتابعة اله حسابية 06 011 46 7116116 ١17‏ 
جو ع عي بحس م سس ع 0 50177211 عددا ثابتا يسمى 
أساس المتتابعة (الفرق المشترك 2© 0158087 01717101©) ويرمز له بالحرف ,لا - ,,. لا-0 وكدلك فانه 
يكفي لتعيين المتتابعة الحسابية معرفة حدها الأول ( 3 ) 181157 11:54 وأساسها ( 0 ) ثم باضافة 
الاساس الى الحد الاول نحصل على الحد الثاني وهكذا... 
فمثلاً المتتابعة الحسابية التى فيها 2 - 2 . 3 - 0 هي؛: 
<..ء.ء 17 .14 111 .8 25> 
والمتتابعة التى حدها الاول - 83 وأساسها - 0 شى: 
. ل3+3 ؛ 35+20 , 3+0 , 23> 


















| أنواع المتتابعات الحسابية: 

أ. <... , 8 , 6 , 4 , 2> متتابعة متزايدة فيها 0 < كلك (124-2-2) 
ب. <..., 5- , 1- , 3 , 7> متتابعة متناقصة فيها 0 > 4(0--10-23-7) 
!|| ج. <... , 3 , 3 , 3> متتابعة ثابتة فيها 0 - 4 (4-3-320و) 
| الحد العام للمتتابعة الحسابية: مع مهنال 56 عءأأعدمط؟ايقءه؟ صممع؟ أدعمء6 
| ذكزبًا أن المتتابعة الحسابية التى حدها الأول - 8 وأساسها - 4 هى: 


<. .. , 35+30 , 3+2 , ل0+ق , ده 





(1-1) + 3 ع ل (0) + هع قج- لا .:. 
2-10) + 5 - ل (1) + 5 - إلا 
3-0)+3 - 2(0)+3 - إلا 
4-0)+3 - 3(0)+38 - إلا 





وبصورة عامة لا ع ص, 0 < مارك (1-م) جوع نا 21 
يسمى بالحد العام أو (الحد النوني) للمتتابعة الحسابية. 











ٍ 1 


١ 







١ 
نا‎ 


اكتب المتتابعة الحسابية التي حدها الاول - 7 » وأساسها - 3- مكتفياً بالحدود الستة الاولى 


منها: لكر الكل نه يزنك بر الكل 


الحل: م فم#-, 5 0-0 1 4 7 
المتتابعة هى:- <..., 8-, 5-, 2-, 1, 4, 7> 


6-1 


أوجد الحد العاشر من المتتابعة الحسابية: <... , 14, 4,9> 
الخل : 

















4 - 3 , 5 - 0 
(1حص) + ج - يلا .:. | 
9 - 5 << 9 +4 - 5 ا (10-1) +4 - الا | 


ْ 
٠‏ 
ْ ا 10 ١‏ 
8-1 | 
| اكتب المتتابعة الحسابية التي حدها السابع - 36 وأساسها - 4 
ش الحل: 
4 + 4 + 4 + 2 6 + 3 - رلا 
<... , 24 , 20 , 16 , 12> << 12 - 2 ج 4 <١‏ 6 + ج - 36 


.”. المتتابعة الحسابية هي: <... , 24 , 20 , 16 , 12> 





3 ظ 

متتابعة حسابية حدها الثالث - 9 وحدها السابع - 3- أوجد حدود المتتابعة بين _لا , ,لا ٠‏ 
الحل: 

)نم 9 - 0 2 + 3 - إلا 
(2).... 2 3- - 64 + 2 - رلا 
بطرح 1 من 2 ينتج: 3 - - 0 ج 12 - 400 
بالتعويض في  :)1(‏ 8-15 جه 9-(3-) 2 +2 

6 - (3-) 3 + 15 - ل 3 + - إلا 0 
3 - (3-)4 + 15 -40 + 2 - إلا 

0 - (3-) 5 + 15 -4 5 + 2 - هلا 














دن 

أوجد الحد الذي ترتيبه 200 في المتتابعة الحسابية التي حدها الخامس - (4-) 
وأساسها - (12) 

الحل: 








وحيث أن 12 - 24 نجد 8 باستخدام قانون الحد العام حيث: ل (1 -م) + - لا 


2 - خج جح 12 ىا 4 + جه - 4- جه 0 4 + - إلا 


0 199 + 2 - ىرلا 


:463 6 - 12 ا 199 + 52- - ,رلا ٠.‏ 


ْ ', 


]| أوجد عدد حدود المتتابعة الحسابية <113, ... ,1 - ,4- ,7-> 


الحل : 





13 - لا , 3 - (/-)- 4- - ل , 7- - ج 
ل (1 -م) + هج - لا .: 
عدد حدود المتتابعة . 41 - 0 ج (1 - 0) 3 - 120 + 3 << (1 - م) + 7- - 113 


9 ظ اذا كان لدينا العددان /ء ج وادخلنا بينهما الاعداد ...© » !0 © 
كأوساط حسابية بين 00 حيث عدد الحدود 2ت عدد الاوساط + 2 


مثلاً إذا أدخلنا 6 أوساط حسابية بين 38 , 10 تتكون متتابعة حسابية عدد حدودها - 6 + 2 - 8 | 
كذلك - كه , 10 - 2 , 8 - م , 38 - إلا ظ 

4 - 0 ج نل 7 - 28 ج 0 7 + 10 - 38 جه ل 7 + خ - إلا 

.”. الاأوساط 8 341 ,30 , 26 , 22 , 18 . 14] . 10 













| 7 0007 -00 2 
2-3-1]ه اسح جربا صبربى 1لا 17 مت لل 7 سية*” سبصي-<<” #م و ك2 |[ ف 7 ا “00 ن كك وو كك بل 0 


-2-3] مجموع المتتابعة الحسابية: © لا 0 »56 اع تططء امم 30 30 كه © 0انا5 . 


0 لا) متتابعة حسابية فان مجموع ١‏ حدأ الاولى فيها يرمز له بالرمز .5 أي أن: 
0 لا + ... + إلا + رلا + إلا - 5 
+ (ل  -‏ لا) ...+ (3+20)+(320) + 2 - 5 
وبعكس 0 +(3+0) ...+ رك 2- لا)عرل- لا)+ لاء 5 .:. 
بالجمع ب ا لجلا 








لاجة) عل لاجحة) ...جز لاجة) رز ناجة)+ رز لاءة)-, 25 
زلا + 2 0 - 25 


قانون ايجاد مجموع ١7‏ من حدود المتتالية الحسابية إذا علم الحد الاول والاخير. 








١‏ أعندما نعوض الحد العام - (الحد الاخير لا) حيث ظ 
"ور 4 (1 - م) + ج - إلا ' 


.'. يصبح قانون المجموع بدلالة الحد الاول (3) والاساس (0) 





201 
5 4 - [و+2] كم 5 





أوجد مجموحع حدذود المتتايعة الحسابية ٍ- (100[..... 3 6 1> 


الحل : 


0 - « , 100 - لا , 1 - هج 


0 -50«101 - [1+100] 190 - ناجم كل - و . 











8 
متتابعة حسابية حدها الثاني - 4 وحدها ما قبل الاخير - 22 وعدد حدودها - 12 جد 
الحل: في أية متتابعة حسابية يكون : 
الحد الاول + الحد الاخير > الحد الثاني + الحد ماقبل الاخير 


6 - 26 * 6 - [22 + 4] كد - نا مز لك د يه 


جه 


جد مجموع ثمان حدود من المتتابعة الحسابية <.....4,1,6-> 


الحل : 








8 سم , 5- ل , 4- - 2ج 

0 

[0 (1-م) + 25] -ح- 

8 

[ذ *(8-1)+(4-) > 2--- 

8 - 27 كا 4 -<[35 + 8#-] 4 - 


5 
5 
5 





49-7 
ثلاث اعداد تكون متتابعة حسابية مجموعها - 15 ومجموع مربعاتها - 83 فما هي الاعداد؟ 
الحل: 
نفرض الاعداد الثلاثة: !0 + 3 , 2 , 0 - 2 
. مجموع الاعداد: 15 - 323 
5 > .2 
:. الاعداد ‏ 5+6 , 5 , 5-0 
3 - *رك + 5) + 25 + *(4 - 5) 
3 - 2ل + ل 10 + 25 + 25 + 02 + 0 10 - 25 
4 - 2ل جح 8 - 2ل 2 جح 83 - 753 + 0123 2 
00-5 
عندما 2 - 01© 0< الاعداد : 7 » 5 , 3 ( تصاعدية لان 0<0) 
عندما 2- - 201 ... الاعداد : 3 ٠ 5 ١‏ 7 ( تنازلية لان 0>0 ) 





1 لي ع 4 م ا 0 6 8 
خواص المتتابعة الحسابيك : 


إذا أضيفت كمية ثابتة الى كل حد من حدود المتتابعة الحسابية»؛ أو طرحت كمبة ثابتة من حدود 


المتتابعة الحسابية» كانت الكميات الناتجة مكونة متتابعة حسابية ايضاً أساسها أساس 

المتتابعة الأصلية . 

إذا ضرب كل حد من حدود متتابعة حسابية في مقدار ثابت أو قسم على مقدار نابت كونت الكميات 
الناتجة متتايعة حسابية أيضاً بأساس يختلف عن المتتابعة الأصلية. 

حاصل جمع أو طرح متتابعتين حسابيتين يكون متتابعة حسابية أساسها هو المجموع أو الفرق 
بين أساسي المتتابعتين. 





(© لكل فقرة أربع أجابات واحدة منها فقط صحيحة: إختر الاجابة الصحيحة: 
ظ أولا: المتتابعة <21+1> ِ 
© أساسها - 2 وحدها العاكير 13:2 
9© أساسها - 1 وحدها العاشر - 21 
49 أساسها - 2 وحدها العاشر - 21 
(1© أساسها - 2 وحدها العاشر - 19 


ثانيا: أذا كان <..., 1- , 2 , < , 8 > متتابعة حسابية فان -٠2-2-0-‏ < 
© 3- 3©2 ©5 11©9 





ثالثاً: إذا كان < 3,,11- > متتابعة حسابية فآن -...٠١‏ »« 


72 اب 4 569 1462 
رابعاً: في المتتابعة الحسابية <63 , <« , ... .11 , 7 , 3> ....- « 
02 15 33 © ود ([© ليس أي مما سبق 
اكتب الحدود الخمسة الاولى لكل من المتتابعات الحسابية التي فيها: 
أولا: 3 -0 , 5--ج 
ثانيا: 4- - له 2 20- - هج 
ثالثا: 4 + ,لا - ,لا ٠‏ 3--خج 
رابعاً: ( 9 - 58 ) - .لا 


















/ 
([ جد الحد السابع عشر من المتتابعة الحسابية <...,9-,12-,15-> 
1 جد عدد حدود المتتابعة الحسابية <55, ... ,14-,17-,20-> ثم جد مجموعها . 
0<... ,3++272, 22+1 ,1+ 72> متتابعة حسابية. 
جد قيمة 16؟ وما حدها السابع؟ 
0 إذا أدخلنا ستة أوساط حسابية بين 30 , 2 فما هذه الاوساط؟ 
جد المتتابعة الحسابية التي حدها الخامس - 8 وحدها الثامن عشر - 31- 
([ أي حد في المتتابعة الحسابية <... , 1- , 5- , 9-> يكون مساوياً 87 » هل يوجد حد في 
هذه المتتابعة - 333؟ 






( متتابعة حسابية حدها الرابع - 1- وحاصل ضرب حديها الثاني والثالث - 10 فما حدها 





0 العاشر؟ 
” 1 إذا كانت :2 <25 , 8 , ... , 7 , 48> متتابعة حسابية وكانت 2 + 58 - 8 
7 فما قيمة 8 , 8 ؟ وما عدد حدود المتتابعة؟ 


03 أنبت أن مجموع 7 حداً الاولى من الاعداد الفردية الموجبة 
| <...,(1.3.5....,/)28-1>هو02 
© كم حداً يؤخذ من المتتابعة الحسابية <... , 17 , 21 , 25> ابتداء من حدها الاول ليكون 
مجموعها - 14-؟ 
(1) جد مجموع الاعداد الصحيحة المحصورة بين 400 ٠‏ 100 وتقبل القسمة على 3. 











اد 0-77 ]0 “ببيرو<” #وريويينة” ‏ 0 اقربيخ دو" سيد د .2 2< سد" ته ”سب يج #بير بيه يناذا كييته” يي 


41 2 المتتابعة 6ه 1 
مباشرة يساوي عدداً حقيقياً ثابتاً وهذا العدد يسمى أساس المتتابعة الهندسية 
(النسبة المشتركة 13410 01713011©) ويرمز له بالرمز ,لا/,.,لا - 01 حيث 8 ح ”» 


حا .نا بجا <٠.‏ 


١‏ سب مشكك. سرك 
<١‏ نثتر» 


2 

]| بين نوع المتتابعات: 
'|(آ8<... .7.11 .3.5 ,2> لا تمثل متتابعة حسابية ولا هندسية 
© <...., 8 , 4 ,2 , 1> متتابعة هندسية لأن : 

2 - 8/4 - 4/2 - 2/1 دم 
© <. 3- , 9 , 27- , 81> متتابعة هندسية أساسها - 1/3- 
(1© <... , 4 , 4, 4 , 4> متتابعة ثابتة هي حسابية أساسها - 0 وهندسية أساسها - 
١‏ 18100 71114>اتيدة حساية انها 4 


ملاحظات: 














1 > » (موجب) متتابعة هندسية تنازلية 


21م بيه عيية نر 





([4 إذا كان (2) موجب وإن 


1 < ”“» متتابعة هندسية تصاعدية 

1 > » (سالب) متتابعة هندسيةالاشارات فيها تأخذ 
حالة التناوب الاول موجب والثاني سالب 
وهكذا 

1 > : (موجب) هندسية تصاعدية 


0 هندسية ثابتة 
) سالب وإن 





٠ < 1‏ هندسية تنازلية 
1 > : (سالب) هندسية اشارات الحدود فيها تأخذ 
حالة التناوب الاول سالب والثاني موجب 


وهكذا 


2-4 , 1/2-: <..., 1/2 .2,1 4> هندسية تنازلية 
2-4 , 21م ....., 4 , 4 , 4 , 4> هندسية ثابتة 


2-4 , 2-, <.., 32 , 16 , 8 4> هندسية تصاعدية 


2-4 , 1/2- -م <.., 1/2 -, 1 , 2- , 4> هندسية متناوبة الاشارة 


4--2 , 1/2:<.., 1/2- , 1- , 2 -, 4-> هندسية تصاعدية 
4--2 , 1-م <.., 4- , 4- , 4- , 4-> هندسية ثابتة 
4-- , 2-م <.., 16-, ه, 4-> هندسية تنازلية 
4--2 , 1/2--, <.., 1/2 , 1 -, 2 , 4-> هندسية متناوبة الاشارة 





1 





لس سم عسي يدن ارسي لياو السو ين كن برهت كتير - مضي م0 


ْ 66121 [2-4-1]الحد العام ! للمتتابعة الهندسية 56010161166 66011111 01 ببيدنا‎ ١ 





وس يحبر دعوت مس تبس السو يمواش ص اس لالس مار ير رت مر هر حا و و 

]| المتتابعة الهندسية التي حدها الاول - 3 وأساسها - » هي: 

<... , كوت , 33 , 312 , 3/7 , 3> 
ويكون: 

نامرج - “مج - ج - ل) 
امج ح لمج ع إلا 
ظ (3-1ارج - مج - إلا 
كاوج ح- ذوج - لا 


حد 


8 


اكتب الحدود الستة الاولى من المتتابعة الهندسية التي حدها الاول - 64 وأساسها - 1/2- 
١‏ كك 6 0-0 )» 


الحل: 16 , 64-32> 
المتتابعة الهندسية هي <2- , 4 , 8- , 16 م 








0 


1 
-ئ8» 


جد الحد السابع من متتابعة هندسية حدها الاول - 1/4- وأساسها - 2. 


الحل: 


مرج 
1 1 
16 64 4 2 4 ا 2( (1/4 / 


متتابعة هندسية حدها الاول - 3 وحدها الخامس - 48 جد حدها الثامن . 
الحل : 
3 - 2ج 3 - لا 


3 - 48 ج مج - إلا 


2 + د عم ج 16 - لم ٠.‏ 





عندما 2 - ,م 
<١ 128 - 4‏ 3 - “(2) > 3 - ”0ق - ولا 
ظ عندما 2- - م ١‏ 


ظ 4 - - (128-) << 3 - 2(7-) 3 - ",هج - إلا 


»3- 


مجموع الحدود الثلاثة الاولى من متتابعة هندسية حدودها موجبة - 7 وحدها الثالث - 1 فما 








حدها السادس؟ 
الحل: 
7 - إلا + رلا+ ل 
7 - 32 + مج + جح 
)1( ار كارك وجرن الو 


1[ - مج ج 1 - إلا 


(2)..... 1/2 < ع 
بتعويض 2 في 1 : 7 -(2 +ع + 1) كك 


0 - 1[ حم - :6ه 702 حدثم +ع + 1 
0 - (2-1) (1+ىم3) 
إما 1/3- - » يهمل لأن حدود المتتابعة موجبة. 
و 1/2 -»؟ 4 - 1/)1/2(2 - ج22 
8 - 1/32 * 4 - :(1/2) 4 - ت,ق - إلا 













1 ست ١ك‏ حك بكب كك ب 


الأو ساط الهندسية : 


اا 1 
71 
و3 1 
1 
1 
3 0 
+ 7ل سي حير فيا" 


إذا كان لدينا العددان * , 3 وأدخلنا بينهما الاعداد المرتبة © ....2,©,0 بحيث 
< ,© ... ,3,5,»,0 > تكون متتابعة هندسية فان الاعداد ©, ... ,8,6,0 تسمى أوساط هندسية 
بين 3,5 ويكون عدد حدود المتتابعة الهندسية الناتجة - ( عدد الاوساط + 2 ) 


0 


أدخل أربعة أوساط هندسية بين العددين 4 . 128 



















4 - ,لا ., 26-6 ., 128 - 
”(1/2)- 751/32 + 4-1285 جه تروحلا : 
الراك 






الاوساط الهندسية : 64,32.,16,8 
والمتتابعة الهندسية هي <<32,16,8,4 .128,64 >> 


لمتتابعة الهندسية ععمعناوء5 ألم رهة6 3 5ه تناك ١‏ 


حر سين صررس 2 كص عكر ىر 252 سخ نه تت .مستي ا سكير كيني ببإتصع_ حم > _ يكم 2 ال-2 02 2_3 255 5 ال-5 كك ١‏ مكحم ب سكتصور كيو 


أوضحنا في البند السابق أن المتتابعة الهندسية التي حدها الاول - 3 وأساسها - 0 هي : 





<...., 3,31,312,313 > فاذا إخترنا (10) حدأ الاولى من المتتابعة فتكون الحدود المختارة هي : 
< ارج , لل و3,3,312,343 > 
ومجموع هذه الحدود والذي يرمز له بالرمز ,5 هو : 
)1( ع اسن 0 لل +تمهجمهجج - 5 
بضرب طرفي (1) في " ينتج : 
)2( لانن 2 ل تمو+ترج جرح - مم 
| بطرح (2) من (1) : [ 
"رج-ج - 5 - 5 


5 )1- - 2) 1-1” 





8 


قانون المجموع . 1 (-1)/(-82)1- 5 
إذا كانت 1-«: فان المتتابعة الهندسية تصبح <...,. 3 ,3 , 3> ويكون المجموع الى (57) من ١‏ 
الحدود -.... + 8+8+8 - 5 











1 ا 
يه 
مو الستة حدود الاولى من المتتابعة الهندسية < .... , 16 , 32 , 64 > 

الحل : 
2 -”م ' 6 > طم ا, 4 - 2 
2 /[1/64 - 6411 -(1/2 - 1/2(6[1/01) - 6411 حة5 دل )5 -1)ه-ه5 .: 
6 - 2263 - 1/2/ (64-1) - 











بيب يمي بس اود “وي يوم رد وى ود وبي بيج بي يي إيى إريوو 7 بوب ليذ بير ةا 


اد فكي لوك لجراي امسكودة ع 1 
إن التعريف الذي أعطي لمجموع حدود المتتابعة يصلح لكل المتتابعات المنتهية وغير المنتهية | 
| على حد سواء . وفي حالة المتتابعات الحسابية غير المنتهية فاننا لا نستطيع إيجاد المجموع لحدودها 
| كافة لأن المجموع يكون إما كبير جدأ أو صغير جداً فمثلاً أننا لا نستطيع أيجاد : 
1811717 9 1125 
ظ أو ... -1-2-3-4-5- 
أما بالنسبة للمتتابعة الهندسية غير المنتهية ( اللانهائية ) فان الامر مختلف كليا : ا 
(1-0)/"ة - (-]ل/ة - (1-0)/(”-2)1 - 5 
وعندما 1 > 7 > |[ 


فأآن اللو تقترب من الصفر كلما زادت 7 زيادة كبيرة غير محددة لذلك فان( -2/)1 يقترب من الصفر . 


فيكون قانون مجموع المتتابعة الهندسية اللانهائية 
يصلح هذا القانون فقط عندما 1 > ” >-1- 
ولا يصلح هذا القانون عندما 1[ < عأو 1-> م 














1 1 1 
.بعك يي للستي 
8 4 2 
الحل - 
ا 2 دم 
100 0-2 1 رمه 022 ع-1 مه 


0.4 + 0.04 + 0.004 + ... 


0.1 -0.04/0.4 -ء» , 0.4 -ه 
لم4 04_ ( 2.4 
9و 1-01 1 -1 


64-16+4-1+... 





044- م , 64 -ج ظ 
5 - 464/5 - (1/4 +1 )/64 -(+-2/)1 - 5 
1 ا ورد تمارين (3 - 2) كل 
أي العبارات الاتية صحيحة وأيها خاطنئة: 

([© إذا كان » أساس المتتابعة الهندسية < لا> فان ,لا 2, - ,لا 

([© أساس المتتابعة الهندسية <... , 1- , 1 , 1- , 1> هو (1) 

© إذا كانت <... , 1/2- , 2 , 8 , 32> متتابعة هندسية فان 8- - ] 

!6 إذا كان أساس المتتابعة الهندسية موجباً فان جميع حدودها موجبة. 

([© إذا كانت <16 , < , 4 > متتابعة هندسية فان 8- - » 








0 إذا كانت <... , ,3 , ,3 , ,8 , ,3 > متتابعة هندسية فان: 
ر3/,ة > ,3/3 

و إذا كان ...لا 3 - إلا حد من حدود متتابعة هندسية فان أساسها - 3 
(41 اكتب الحدود الخمسة الاولى لكل من المتتابعات الهندسية الآتية التي فيها : 
ف 1/3م 
ربكم 
و (ال9ححم 

1 


1 0 7 - ,نا 


ث حم 





,- جا‎ 
١ ١ 


© جد الحد الثامن من المتتابعة الهندسية <... , 1/2 , 1 ,2 > 

1 متتابعة هندسية حدها الرابع -8- وحدها السابع - 64- فما حدها الاول وما أساسها ؟ 

© أدخل 9 أعداد بين 3,96 بحيث تكون مع هذين العددين متتابعة هندسية . 

© مجموع الحدين الاول والثاني من متتابعة هندسية - 32- ومجموع حديها الرابع و 
الخامس - 4- فما حدها السايع ؟ 

( اكتب المتتابعة الهندسية التي مجموع الحدود الستة الاولى منها 504 وأساسها - 2 

([ إذا كان مجموع متتابعة هندسية أساسها -3 هو 728 وحدها الاخير هو 486 جد 

حدها الاول وعدد حدودها . 





















ظ 9. متتابعة هندسية موجبة الحدود حاصل ضرب حدودها الثلاثة الاولى 1/27 ومجموع حدودها 
ظ الثاني والثالث والرابع 13/27 أوجد المتتابعة؟ ثم جد مجموعها الى مالانهاية؟ 






>1 . 1/3 , 1/9,1/27<0 





2 - 5 أ 


(© ثلاثة اعداد مكونة متتابعة حسابية مجموعها (18) ولو اضيفت الاعداد 122:7 الى 
حدودها على الترتيب لتألف من الاعداد الناتجة متتابعة هندسية فما هذه الاعداد ؟ 


43 متتابعة حسابية حدها الاول (3) فإذا كان حدها الثاني والرابع والثامن تولف 
متتابعة هندسية . اوجد المتتابعة الحسابية . 


اذا كان مجموع ثلاثة اعداد تؤلف متتابعة هندسية يساوي (70) فإذا ضربنا كل من 
حدها الأول والثالث في (4) وحددها الثاني في (5) كانت الأعداد الناتجة تؤفلف 
متتابعة حسابية فما هذه الأعداد ؟ 









(©..الفصل الثالث ©) 
3 “1م13 


القطوع المخروطية 56611015 ©0111) 





٠‏ نبذة تاريخية 
٠‏ مقدمة 
© 1 -3] الدائرة 
| 21 +3] معادلة الدائرة القياسية 
6 -2-(7] معادلة الدائرة اذا مست احد المحورين أو كليهما 
2-21٠ | ٠‏ -3] المعادلة العامة للدائرة 

- 3] معادلة مماس الدائرة 









مركز الدائرة ابط) ع 


القياسية “م ع 2ا-/ا) + 2(ط-*«ا) 
معادلة الدائرة 


0 > 0+ لا8 + يرم + 2 + تع 



































نبذة تاريخية: 

في الألفية الثالثة قبل الميلاد كان قدماء البابليين والمصريين روادا في الهندسة حيث طوروا 
صيغا لايجاد المساحات وحجوم بعض المجسمات البسيطة وأستخدموا الهندسة لقياس مساحة الارض 
وحساب المثلثات لقياس الزوايا والميل في البناء وكان البابليون يستعملون الهندسة في التنبؤ بمواعيد 
كسوف الشمس وخسوف القمر. وكان المصريون يستخدمون الهندسة في بناء المعابد وتحديد زوايا 
الاهرامات وتحديد مساحة الدائرة بالتقريب. وفي القرن الثالث قبل الميلاد عني الأغريق بدراسة 
الاشكال للسطوح حيث ظهر في العصر اليوناني رياضيون ننوه بثلاثة منهم: 
٠|]‏ أقليدس (283 ق-.م) الذي حظي كتابه ((الاصول)) عند العرب بما لم يحظ به مؤلف رياضي آخر | 
!| حيث تناول في المقالة الثالثة من كتابه عن الدائرة. 
ظ * أرخميدس (أرشميدس) (212 ق.م) كان بالنسبة للعرب رائداً في الهندسة المساحية والميكانيكية . 
عرفوا قدرآً عن قليل من كتبه وخاصة كتاب الدائرة وقياسها حيث في القرن الثالث قبل الميلاد عمم 
هذا العالم الاغريقي طريقة (الاستنفاذ) مستخدماً مضلعاً من 96 ضلعاً لتعريف الدائرة . 
* أبو للونيوس (180 ق-.م) أتجه هذا العالم نحو القطاعات المخروطية فحدد أشكالها ويبين خواصها 
ظ وعلاقاتها وقد عرف له العرب ذلك واحتفظوا بقدر من مؤلفاته وأهمها كتاب المخروطات يقع في ثمان 
مقالات . 

وفي العصر الاسلامي كانت عناية العالم العربي أبن سينا بالكتاب فاقت بكثير عناية غيره 

فالجزء الهندسي من رياضيات كتاب الشفاء خير دليل على ذلك. 

أما الدور الذي قام به العلماء العرب فهو الذي مهد الأذهان والعقول للادوار التي قام بها البشر 
فيما بعد ومنهم محمد بن محمد بن يحيى البوزجاني ولد سنة 328 ه حيث أستطاع أن يجد حلولا 
تتعلق بالقطع المكافىء الذي مهد لعلماء ورجال الفكر العربي أن يتقدموا خطوات بالهندسة التحليلية 
قادتهم الى علم التفاضل والتكامل الذي يعد أروع ما توصل اليه العقل البشنري والذي سهل عملية 
الأختراعات. 


لقف 












المقدمة: 
يتولد المخروط الدائري القائم من دوران المثلث © 8 8 القائم الزاوية في 5 دورة كاملة حول 
أحد الضلعين القائمين كمحور الدوران كما في الشكل (1) ظ 
الآنز تأمل المخروط الدائري القائم في الشكل (2) 
الناتج من دوران مستقيم حول محور ثابت وبزاوية 
ثابتة بين المستقيم والمحور. سيتولد من هذا الدوران 
مخروط من مولدين يتقاطعان في الرأس :0 
ويسمى كل من ار المخروط. 85 ./ 

| بمولد المخروط (محور المخروط الدائري القائم يساوي 
قطعة المستقيم المحددة بالرأس ومركز القاعدة والمولد هو 
قطعة المستقيم المحددة بالرآاس واحدى نقط محيط القاعدة) 
| وللحصول على القطوع المخروطية (أشكال هندسية) هندسياً 
من قطع المخروط الدائري القائم بمستو ضمن شرط خاص 
لكل حالة (ضمن مفهوم الهندسة الأقليدية) فإذا قطع سطح 
المخروط الدائري القائم. 0 شكل (2) 

اولا: بمستو عمودي على المحور ا ويوازي القاعدة ولا يحتوي على الرآأس (©2) فان المقفطع يمثل 
دائرة (©61161) وتكبر هذه الدائرة كلما ابتعدنا عن الرأس والعكس صحيح.كما في الشكل (3) 
ثانياً: بمستو مواز لأحد مولداته فأن المقطع يمثل شكلا هندسياً يسمى القطع المكافىء 537230013. 
كما في الشكل (4). 

ثالثاً: بمستو غير مواز لقاعدته ولا يوازي أحد مولداته فأن المقطع يمثل شكلاً هندسياً يسمى بالقطع 
الناقص (©11!105). كما في الشكل (5). 

راق بمسكو يوازي محوره | ويقطع مولدين من مولدات المخروط الدائري القائم فأن المقطع يمثل 
شكلا هندسياً يسمى بالقطع الزائد (061:012ل19!). كما في الشكل (6) 

















-_- -3] الدائر الدائر رة (هاءم61): . 


هى مجموعة النقط في المستوي التي يكون بعدها من نقطة ثابتة تسمى (المركز /©0©11) 
يساوي مقدارأً ثابتاً يمسمى (: نصف القطر 15301015). لذا سنرمز لمركز الدائرة بالرمز(! , 5) 2 . 
ونرمز لنصف قطر الدائرة بالرمز (1). 


أي أن الدائرة بلغة المجموعات 
(0 < م , مح دهعمنم) - عانىءمزان 
حيث ( لا.“) م هي نقطة (001171) في المستوي (0130©6) 





[2 1 معادلة الدائرة. القياسية ©0121 © كه بلع 02151 


دائرة مركزها (.8) © , ونصف قطرها (©) من الوحدات حيث 0 < ؛ والنقطة ( لإ,») م أ 
نقطة في المستوي الأحدائي فأن : 








وبتربيع الطرفين »- 2( - ي) + 2(ط - ي«)/1ا جح 
الضدكة 'القياسية لمعادلة الذائرة 5 
33 خاسة: 

في حالة الدائرة التي مركزها نقطة الاصل (0 , 0) ونصف قطرها (؟) تصبح الصيغة القياسية 


5 


46062 

ا 5 

جد معادلة الدائرة التي مركزها 3 1 5 ونصف قطرها (4) وحدات 
الحل: 


من الصيغة القياسية لمعادلة الدائرة 
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أوزجد ضبركز. وإنصف قطر الدائرة التي معادلتها 49 - 3(2+/) + 5(2 -< ) 
الحل : 





“| ملاحظة: 
لقد تعلمت في الصف الرابع العلمي بعض القوانين منها: ظ 





ّ. 






جد معادلة الدائرة التي مركزها نقطة الاصلونصف قطرها (6) وحدات 
الحل : وحدات 6-, , (0,0)©-(1, ط) © 

2 - 2(كا - ي) + *(ط - يم 0 
6 - الاج كر هد 36 - 








بالمقارنة مع المعادلة القياسية م - ايم + (طحكمر) 
و6 > امك 
وحدات 7 - 49ل - + ج 49 - 72 : 





ظ ظ 1 





اولا: قانون البعد (المسافة) بين نقطتين( رلا, ,),6 , (الا , ).6 يعطى بالعلاقة 
*زلا + ي/ * *(يكة - "> رم يم 
ثانيا: قانون البعد بين المستقيم ا الذى معادلته 0 - © + لإا8 + »للم والنقطة الخارجة عنه 
يا: فانون البعد بين المستقيم يُ لا و رج 
(لا. .)م يعطى حسب العلاقة 


ليكلا للش ننمهة 
5 2 + 82م 
لام اه 


ثالثا: تنصيف قطعة مستقيم ,0 ,© حيث( ورلاءرء) ,م , (الا,.*) 0 في المستوي الاحداثي المتعامد 
ويعطى حسب العلاقة 





(دلا.د*) دم (لا. »)ا م الا 1*ا) رم 2 9و 
ٍ + »د + » 
نط لعي بط_ن_, تت - ور نم٠‏ 


2 2 











جد معادلة الدائرة التي مركزها (3 , 4)© وتمر بالنقطة ( 1 , 2) م 
الحل : 
ج_ بجع عي" - ا 21 --. 
كاي 


المعادلة القياسية للدائرة 8 - *(3 - يآ) + *(4 - «) 2 










| جد معادلة الدائرة التي نهايتي أحد أقطارها النقطتان ( 5 , 4) ,م 


(2.3)رم 








500 


(لا.*) © منتصف ريه ١‏ 
1 - 4-2(/2 )- 2 / رره-) + 4) - 2/< + ب« 
4 - 8/2 - 2 / (3 + 5) - 2 /(رلا + نا )- لل 


يوا 






(4 . 1) »© ... 
فانم 1/10 - 1+ ولد 12 + 32 [- :ره - 5) + 12 - 4) لاد ء رمعم 
الا ()1 





المعادلة القياسية 10 -4(2 - (ز) + 1(2 -*) 





ملاحظة: طريقة ثانية في أيجاد معادلة الدائرة عن طريق استخدام القاعدة التالية: 
اذا كانت(رلا . ,*) ,8 ١‏ (ولا , ب“ا) رم هي احداثيات نهايتي قطر فيها فأن معادلة الدائرة هي: 





0 > رلا إلا + يا ,؟ا + (رلا + إلا) لا - (,*ا + ,*) يا - تير + 2ن 
| فيكون حل المثال السابق هو 











/ 
0720 


0 - (3) (5) +(2-) 4 + (3 + 5) نا - ((2-)+4) ع - تر + 2 
0 - 15 + 8- لا 8- (2) < - *يا + تي 
0 -7 + لا8 - 2 - شيا + تي 


لاحظ المعادلة القياسية في الحل الاول للمثال. 
هي 0 - *(4 -لا) + *(1 - في« 
و بدد بتبسيط المعادلة 0 - 7 + لا - »2 شيا + 2 هج 
8» 


جد معادلة الدائرة التي مركزها نقطة الأصل وتمس المستقيم 0 - 15 - لإك4 - 3 


فرغ 51لا (15-(3(0)0-4)0) 2 |4015 3*0 _ 
15لا 3 - 15/5 - 0 
5]أانا 3 - م - ل .: 


9 ح تيا + 2م« 








وس 0 
) [3-2-1] معاذلة الدائرة أذاامست أحد المحورينَ أن كليهما. 


#كصرح ماتتصور .حير .مكبر تي م صر كتحير كير 72 صطض»©»©!]1»!ظ26* 


اذا مست مست الدائرة التي مركزها( كا, 0) عونصف قطرها (") 
»* محور السينات فأن |عا ادم ونقطة التماس هي (0 , )١‏ 


يريد توريبب يبي يبيببييييييةة “7# ببربييبييي:” “تيبي يه بير يبي ”تيبي يي :ب بريه ”يبري ين يبي “يبيد يي *#7اتبييبييةة* “يري يي يبيد يري يريو باريد ا 








» محور الصادات فآن || -"” ونقطة التماس هي (>! .0) 
٠‏ المحورين الأحداثيين فأن || - |ط| -/# ونقطتا التماس هما (! , 0) » (0 , 5) 








١ 


0 ١ 
١ ١ 
5١ ١ ١ 
5 ةا‎ 
١ 


فاذا الدائرة تمس المحورين وتقع في 
اولا: الربع الأول يكون مركزها (” , ") 
ثانيا: الربع الثاني يكون مركزها (”/ , “-) 
ثالثا: الربع الثالث يكون مركزها (7- , 7-) 
رابعا: الربع الرابع ويكون مركزها (7- , ؟) 




















أمثلة : 

حمل 41 

جد معادلة الدائرة التي تمس المحور السيني ومركزها (2 , 3) 

| الحل : بما أن الدائرة تمس المحور السيني 

ظ أأصمنا 2 - |2] - |)ك»ا| < م : 
2ح 2(كا - يو) + 2(ط - م« ,: 
4 - 2(2 - ين) + 3(2 - -«) .: 

وبتبسيط المعادلة نحصل على ظ 
المعادلة العامة 0 - 9 ++ لا4 -»« 6م - 2ن + 2ير ج 















ممكن ايجاد معادلة الدائرة التي تمس المحور السيني بطريقة أخرى حسب القاعدة. 
0 - 2ط برعا 2 - عرص 2 





2ه + .2 





حيث يكون الحل حسب هذه القاعده للمثال الاول 
0 - *(3) + (لا2) 2 - (*«3) 2 - شيا + تي 
المعادلة 0 - 9 +لن 4 - « 6 - شيا + :يا جه 


62132 


جد معادلة الدائرة التي تمس المحور الصادي ومركزها ( 1-, 4) 
انل : بما أن الدائرة تمس المحور الصادي 
5أأللن ‏ ل - [4]| - |ط| - م .: 
- 2( - يا) + 2(ط - كو« 0 
المعادلة القياسية 16 -(1 + لاإ) + *(4 -«) .: 
بالتبسيط ‏ 0 - 1 + يإ2 + اه - 2يو + 2ير : 















جاد معادلة الدائرة التي تم تمس المحور ا اريف كن حم لقا 
لمعم + 61 2 - عط 2 - تيرج دي 





0 ع عا + بزعا 2553-2 - 
0--1(2-)+ (1-)2 -ل*ار4) 2 - تن + تي 
المعادلة 0 - 1 + ب2 + جرع تين + تير 


ديز + 2 











جد معادلة الدائرة التي تمس المحورين الأحداثيين ومركزها (4 -, 4) 
]الحل: بما أن الدائرة تمس المحورين 
|ا| - [طل <ء .'. 
كأأحسن 4 ع إك- ]| > |4]| - م .' 
85أأمنا 4 -م - | 
5 ظ المعادلة القياسية ‏ 16 > 4(2 + لإ) + 2(ك - «) .'. 
| 9 21 المعادلة العامة 0 - 16 + لا8 +82 - <يز + <« .'. ظ 








0 - 6 + لا (4-) -«(4) 5 0 2« 
0 - 16+ نا8+ جرع - تين + تير ,' 








جد معادلة الدائرة التي تمس المحورين وتقع في الربع الثالث ونصف قطرها 5 وحدات 
| الحل : 
ظ بما أن الدائرة تمس المحورين وتقع في الربع الثالث 
 -5(‏ 25 6ع درم )اه 
المعادلة القياسية ل حت دسف العا لسكب يك 
وبالتبسيط 0 - 25 +1019 +10 + :*ي + :يا جب 























ملاحظة: 
ممكن حل المثال بطريقة اخرى بتطبيق المعادلة حيث يكون الحل 
0 - ©) + لا عا 2 - اط 2 - شيا + تي 

(0.ه) -(5- , 5 ع 

0 - 25 + لا (5-)2 -<*«ر5-) 2 - تل + 2ع .: 

0 - 25 + لا 10 + < 10 + 2لا + 2ي ج 





جد معادلة الدائرة المارة بالنقطة (1 , 6)2. وتمس المحورين الاحداثيين. 


| الحل: 






5 بما أن الدائرة تمس المحورين الأحدائثيين 
|»ا| - |ط| - م 
)1( ل قم د قهز - بو + تزه - »م 1 
نعوض عن 1٠‏ - ,2-17 في معادلة(1) ١‏ | 
2 -ح 2( - لإ) + 2م - ي«) جه 
((5)2.1 تحقق معادلة الدائرة 
2ح 2م - ]) + 2م - 2) ٠.‏ 


2م ح 2م دمن - ] ب غم ب مك4 - 4 1 





0 - 5 +مم - ثم :1 
0 -(5(0-1-) 
1 دم 0 5 -م جه 


(5 , 5) © جد 66-5 

المعادلة  )1(‏ 25 -5(2 - ل) + 5(2 -«) .: 
(1. 1) © جه 1[ ”م عه 

المعادلة (2) - 12 -لا) + 12 - م . 








] 1 
١ 1 ظ‎ 
: ١ 
7 اي‎ 
35 


ب “يبيو ” بي “يبي يي ”ريم #بريييو ييه :“يي بر لبي “ابي يبري بيو يي بتري بررببيية””#برببيين "رربي بيد برسي 


[2- 5 -3] المعادلة العامة للدائرة ©15©1© 01 ده1)وباوع أواعم 66‏ 


ا © تثب ال رييب ل يي 2ل تبي 2527 يري 222 بي يي يري لخبي ريت ري 22 بير تيبي 2ة ‏ ير نت بي نك-5ي22 


معادلة الدائرة بصورتها العامة ناتجة من تبسيط المعادلة القياسية 


م د نلا - يع + درم - »م 
0 - 2م - تا + يإاكيا 2 - 2ن + 52 + يام 2 -2يا ج 
تصبح المعادلة ‏ 0 -0 + يلاعا 2 - *اط 2 - :2ن + 2» 
واذا فرضنا ‏ 0 2 - - 8 , ط2 - م 
2م - هيز + خط دان 
تصبح معادلة الدائرة بالصورة 0 - 0 + يا8 + يرم + ينو + 2ع | 


أي أن 2/- عط , 8/2- ديا , 0< بج - تي ب تماد ,م 


من المعادلة العامة للدائزة نالذحظ أن 

/ ؛ ”* معادلة من الدرجة الثانية للمتغيرين << , لا 
* معامل 2كا - معامل 2لا ((الافضل ان يكون 1)) 
* المعادلة خالية من الحد لا 
0 3 0 < (© - 2مر + 2م) 





أمثلة : 


00-6 


اي المعادلات الاتية يمثل معادلة دائرة: 





06 - 60-9 +» 2 - تيا © 
0 - 19 -670 + »2 - سس 3 - 2 3 © 
0 - 19 -ا 6 +« 2 - يا »ر 5 - تسن + © 
0 - 19 +لا6 + » 2 - سر + © 
الحل : 0 - 6-19 +» 2 - سر © 
© لا تمثل معادلة دائرة لأنها معادلة من الدرجة الثالثة 
(1 لا تمثل معادلة الدائرة لان معامل © ع معامل2لا 


ظ لا تمثل معادلة الدائرة لانها تحتوي على الحد لا . 























© لا تمثل معادلة الدائرة حيث 
9 -© , 3--6/2--ك , 2(/2-1-)- -م 
م ج و-] - 1+9-9/ا - ع -2ك + نم ]ادم ١‏ 
لا تمثل معادلة الدائرة ." 
69 تمثل معادلة دائرة حيث: 
19 


ب 2ت 6 3- يا , 1 -طا 
0< 129 - 1+9+19 


, 0 
د 0ن - شيم + 2ط | - م 0 





ْ جد أحداثيات مركز ونصف قطر الدائرة 0 - 6 + لا8 - 121 + 2و2 + 22 


| اتن : 








0 نجعل معامل 2 - معامل 2لا - 1 
2 + [0 - 6+ بره -»12 + 2ر2 + 2«22] .:. 
0 - 3 + ير4 -غا6 + ثلا + *2» جه 


ظ 
(4/2 , 6/2- ) ن) - (8/2- , 8/2- 









6 

المركزن (2 , 3-) © .. 

]ا - 4-3+ولا- 22-3 +:3(2-)/ا - »ع - تي + تم ادم 

ظ 5ن 10 حون 
أكتب المعادلة العامة للدائرة التي مركزها( 3خ 1) 0 ,2 - : وحدات 


الحل : 


تتسيط المعادلة 


4 - 9 + يرم + 2 يا + 1 + ع2 -2 ي 


المعادلة العامة ٠‏ : 5 
0 - 1-6 يا61+ ع2 - ” ينو + ير 








ظ / / 


جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطتين( 2- , 1), , (3- , 4),م ويقع مركزها على محور 
الصادات . 


الحل : بما ان الدائرة يقع مركزها على محور الصادات 


(كا , 0) © .. 
22 +» جالاء 22 +6 + 6-2 ااحفمة م 
2 + ) + 1/16 - *ز3 + كا) + *(4 - 0) | - » رم - ,م 


وبتريع الطرفين 3(2 + ) + 16 /1- 2 + ع) + 1 11 .:. ١‏ 
بالتبسيط 3(2 + ) +16 - 2(2 +6) +1 | 

9 + كل6 + *كا + 16 -4 + كاك + *كا + [1 .:. | 

١‏ 60 -20/2- - كا جد 20- -21 جه 


(10-,0) © أ 
115لا 5 | - 2(2 + 10-) +1 -ع جح 


5 - 10(5 + لا) + 5« 0 









جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقط ( 0 , 0) ,م , (0 , 2) ,م , (1- , 3) ,م 
الحل: : 
معادلة الدائرة العامة (1) .-.... 0 دعم + لاق ديرم + 2ب + 2 
تحقق المعادلة (1) (0 .,0) م0 
0 - » + (8)0 + (0)م + 02 + 02 جه 
)2( .ا 2-0 © جح 
تحقق المعادلة (1) (0 , 2) رم 
من معادلة (2) (0 -6) 0-0+ (8)0 + 28 + 0(7) +4 جه 
)3 ب.... 2- م جه 4 - 28 جح 
تحقق المعادلة (1) (1- . 3) .م 
)4 .... 0 - © + (1-) 5 + م3 + :1(2-) + 32 جه 
نعوض 2- - 8 , 0 - © في معادلة (4) 
0 - 0 + 5 - (2-) 3 + 10 ج ظ 
4 - 5 جه ( - 5 - 4 ج ( - 5 - 10-6 جه ظ 
المعادلة ‏ 0 - لإ4 + 2 - :يا + 2ي»ن 








جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطتين( 1 , 2) .6 , (1 , 1-) ,م ويقع مركزها على المستقيم 
الذي معادلته 0 - 5 - لإ4 - 2 


الكل : المعادلة العامة للدائرة 0 - هج + لإا8 + عام + 2ب + 2 
تحقق المعادلة العامة (1 , 2) م 
0 - »6 + 5 + مر + [ + 4 جه 
0 -» + 8 + م2 + 5 ج 
تحقق المعادلة العامة (1 , 1-) ,م 
0 > 0 + ظ <م - 2 ج | 
م-©+ه8جمدهو دا 
0 - © + 5 ع م ع 2 بد 
(020202020-3+38-00 
)3 ل 8-1 د 3/3- -م د 3--8 3 جب 
مركز الدائرة (8/2- , 2/ه) © :. أ 
مركز الدائرة يحقق معادلة المستقيم 0 - 5- لإ4 - 2 
)4( .-..... 0)- 5- 28 + لم جح 
نعوض(3) في (4) نحصل على 2 - 8 جد 4 - 28 جد 0 - 5 - 28 + 1 ج 
نعوض في معادلة  )1(‏ 2 - 8 , 1--8:: 
5- - »6 ج ( - » + 2 +2 - 5 ج ( -» +2 + (1-) 2 + 5 جه 
ظ المعادلة ‏ 0( - 5 -لإ2 + ير 2ن + 2ي» 





بيد هد بيب برد ”م ست 1ن بريد ييه وريم ود 


[3-3] معادلة مماس الدائرة عند نقطة ‏ ا 

لأيجاد معادلة مماس الدائرة هناك طريقتان:- 

* الطريقة الأوكي ب 

أولاً : نوجد ميل نصف القطر المار بنقطة التماس 

ثانيا : نستنتج ميل المماس أنه عمود على نصف القطر المار بنقطة التماس (مقلوبة بعكس الاشارة) 
ظ ثالثاً : نجد معادلة المماس بمعلومية ميله ونقطة التماس. ظ 

حيث درسنا في المرحلة السابقة معادلة المستقيم على الصورة 0 - ) + لا8+ الم 
حيث 8,8 لا يساويان الصفر معأ 





معادلة المستقيم : 
اولا : المار بالنقطتين(,لا,,*),2 , (رلا,,ءا). 85 هي 


ال دلا _ 


[ # 0 و 


ثانيا : اذا علم ميل المستقيم ونقطة عليه هي( <* - *) م« - إلا - لا 

حيث (10) تعني الميل (©5102) 

:2 0 0 لض ملا 

اولا : مر بالنقطتين (لا. »)رم , (ولايي»*)ي فان للك حلا 
1 3 


نانياً : علمت معادلته 0 - © + لإ8+ >*<لىل . حيث 8,8 لا يساويا[ن صفر معا. 


ثم - 
56 


فأن 





ثالثاً : كان المستقيم المماس يصنع زاوية موجبة قياسها 6 مع الأتجاه الموجب لمحور السينات 
أ فأن ميل المماس يساوي ظل الزاوية 6 أي أن 6 4308 - "١‏ 


رابعاً : المستقيم موازي للمحور السيني فأن 0 - مم 
| العلاقة بين تق با متوازيين أو متعامدين هما 
| د اذا توازى مستقيمان فأآن ميلهما متساويين اي ان يج لد 
* اذا تعامد مستقيمان فأن حاصل ضرب ميلهما يساوي ( 1-) 


اي ان 1- > ره . تم 





» الطريقة الثانية: 


من معادلة الدائرة 
0 - ع+يما2 - »اط2 - 2نو+ 2ع حيث المركز (ا,ط) 
وعند النقطة (,لا, )0 الواقعة عليها تكون معادلة المماس هي : 


»عط بدل ‏ 2« 


بلالا بدل ‏ ثلا 


شَ 
بدل 
بدل 


(+ثا(» 


اوجد معادلة مماس الدائرة 5 - 2+2 عند النقطة ( 2 , 1)م 
الحل : 
5 -2نص+2ي» 
(0.0) - »© 
لدعا _ 


(ميل نصف القطر) ‏ 2-0-2 - 
1-0 6 2 


2 1 





وبما ان المماس 1 على نصف القطرفي نقطة التماس 
ميل المماس 02- - يد ٍ 
١ |‏ 0 ( 0 لا لا) 20 ا 
| (بضرب طرفي المعادلة ب 2) (1-)(1/2-)-(2-لآ) ج 


1 + < - - 4-لار جه 
معادلة المماس 0 - 5- نإا2 +« .' 


ممكن حل المثال السابق بالطريقة الثانية ظ 
من معادلة الدائرة (0 , 0) © ج 
نقطة التماس (2 . 1) 
من معادلة الدائرة 0 - ع+لإكا2 - 6اط2 - 2نو+ 2ع - 
نعوض المركز(0,0)© ونقطة المماس (2 , 1) في معادلة الدائرة. لأيجاد (©) 
0 - ء+(2)0()2 - (2)0()1 -12+22 جه 
5- - 6 ج 0-» + 4+ [1 جه 
معادلة المماس 0 - 6+( لا+لا)كا - (ا+*«)ط - الالا+ «اءا ج 
0 - 5-(2+ )0 - (1+«)0 - (2)لا+ (1)ا جه 
معادلة المماس 0 - 5 - 20+ 2 ج 


ميل نصف القطر 


ميل المماس 
نقطة التماس (2,3)م 
إل ) لحار لحرو 
(2 -*) 3 - 3 - لا 
6 -كا3 - 3 - لا 
معادلة المماس ‏ 0 - 3 - ينا -«3 : 


| ثانياً : جد معادلة المستقيم المماس للدائرة 0- نإ4 + 26 - لاج عند النقطة (1-,1-) 





/ الخل. : 
ت ععقة ب -- (2-)- م 
2- - قت - عا ,21 كد 
المركز (2-,1) © : 
مدل ضف القطر اللسة فك الا 3 
1 استر ع جحيالا 
ميل المماس 


2 -1م 


زب ) معت رلاللا) ا 


(2)7+1- (1+ل8) 
2 -ح لين 


معادلة الفداس الدادءة 0 -1+لا1-“«2 ٠:‏ 













١,‏ ا 2 تمارين ( 1 - 3 ) خ ايرث 


© بين أي من المعادلات الأتية تمثل معادلة دائرة . 














0 -31 + »2 - ترد + 2م © 
2 - يرم - يه + دير + 2 © 
1[ - بود + در + مر © 
- + م ©© 

2 - - رن © 
ظ 






([© جد معادلة الدائرة في كل حالة من الحالات الآتية : 
0 0 مركزها( 2-.3)© ونصف قطرها 5 وحدات 
© مركزها نقطة الاصل وتمر بالنقطة( 4,3-)0 
| © مركزها( 5 ,1-)» وتمر بالنقطة( 3 , 4)م 


([© جد معادلة الدائرة التي نهايتي قطر فيها(3-, 0,)2 ,( 1 , 4),م بثلاثة طرق مختلفة . 


(1© جد أحداثيات المركز ونصف قطر الدوائر الآتية : - 
6 - *( 4-/) + *(5+)8© 
و - + ترم © 
0 - يإا4+ »2ا3 + 2ن2 + )0 





© جد معادلة الدائرة التي تمس المستقيم 4-لا ومركزها ( 3- , 2- )ع 

0 جد معادلة الدائرة التي تمس المحورين الاحداثيين وتمس المستقيم 6-لا 

© جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطة (6 , 3-) وتمس المحورين الاحداثيين 

جد معادلة الدائرة التي نصف قطرها 5 وحدات و تمس المحورين الاحداثيين والواقعة :- 
أولا : في الربع الثاني 
ثانيا : في الربع الرابع 
ثالثا : في الربع الاول 


ل 
0 


/ 
١ 
1 


© اكتب المعادلة العامة للدائرة التي مركزها ( 3- , 2 ) عونصف قطرها 4 وحدات . 

( جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطتين (1-.0,)3 :(0,)5,1 ويقع مركزها على محور السينات 
([© بين موقع النقاط (4 , 3),ط.( 2-, 2),م ؛( 4 , 4-),م بالنسبة للدائرة 25 -2/+2* 
جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقاط (0 , 1 ),ط.( 1 , 0 )يم, (4 , 3 ) ,م . 

6 اوجد معادلة المماس للدائرة 5 -9-2(2)+3(2- *) عند النقطة (1 , 1)م 


(1© أوجد معادلة مماس الدائرة 5 - 2لإ+2< . العمودي على المستقيم 1 - لا-2 











( الفصل الرابع © 
4 ,ع1مجطي) 


61, الدوال الدائرية قمهلاء مع :واناه‎ ٠ 

[4-1] نبذة تأريخية 

« [4-2] التطبيق اللاف . 

-4] دالة الظل . 

[4-4] دوال دائرية اخرى 

4-4-1] تعريف . 

-4-4] تعريف . 

-4-4] تعريف . 
٠‏ -+] العلاقات بين الدوال الدائرية . ا 
٠ |‏ [4-6] الزوايا المنتسبة . 

-4] قيم الدوال الدائرية للزاوية التي قياسها ( 6- ) . 

. رسم منحنيات الدوال المثلثية‎ ]4+- ٠ 





الرمز او العلاقة الرياضية 


00 
7-315 , 


! السينى 
المحور الصادي لال , 2*15-لا 














ا ل 777707 2 
© الفصل الرابع © 


"سم مسد ”77 سوة “سه كك جم د "تصددة- "#سصييدة " دوه م عد « الس 1-١‏ املسوة””7 سدة | ١1‏ 


/ 


. الدوال الدائرية مولع منع الات 


يهم الو ك5 بوتاو ايم جنك كور 


[1--4] نبذة تاريخية :. 

0 2 هذا العلم عند العرب بعلم الانساب وذلك لاستفادة من الأوجه المختلفة الناشئة من النسبة بين 
اطوال اضلاع المثلث » واليهم يعود الفضل في جعله علماً منظماً له قوانينه الخاصة ومستقلاً عن الفلك 
الذي اعتبره اليونانيون علماً مساعداً لاعمالهم الفلكية . 

وقد اضاف العرب اضافات هامة ودرسوا هذا العلم دراسة ممتازة عن الامم التي سبقتهم وبذلك 
اعتبر هذا العلم عربياً . | 
استعمل العرب النسبة المثلثية بدلاً من الاصطلاح ( وتر ضعف القوس ) الذي إستعمله اليونانيون أ 
]| وبذلك سهلوا الأعمال الرياضية وهم أول من أدخل ( المماس - الظل ) في اعداد النسب المثلثية » 

وكذلك ظل التمام . 

ان العالم العربي ( أبو الوفاء البوزجاني ) في القرن العاشر الميلادي هو الذي أدخل هذا الاصطلاح 
على أنه ماخوذ من ظلال الاجسام التي تتكون نتيجة سير الاشعة الضوئية المنبعثة من الشمس في 
خطوط مستقيمة . ظ 

وقد توصل العرب الى استخراج القواعد المتعلقة بالمثلثات الكروية القائمة وحل المسائل المتعلقة 
بالمئثلنات الكروية المائلة وكذلك مساحات المثلنات الكروية » واوجدوا الجداول الرياضية للجيب 
والظل والقاطع التمام واستعملوا طرقاً متنوعة لحساب هذه الجداول ٠‏ ووضعوا معادلات واشكالاً لحل 

المشكلات التي صادفتهم . 

وألف جابر بن الأفلح المتوفي في قرطبة في منتصف القرن الثاني عشر للميلاد موسوعة من كتب 
في الفلك أولها في علم المثلتات الكروية . 

ويعتبر البتاني ( أبو عبد الله بن جابر بن سنان ) المتوفي سنة 929 م من العلماء الذين ساعدوا 
على أن يصبح المثلثات علماً مستقلاً كذلك نبغ ( ابن يونس المصري ( 1009 م )) في علم المثلثات 

وتوصل الى المتطابقة : 








( /لا-*ا) 1ك 0 +(/ا+*) 5111 0 - لا 0605© << اأك5 





١ زٍ‎ 
: 














2 21 2 -4] التطبيق اللاف 0 وأمرمةم 17 وتة لكألل ع7 
ان التطبيق الذي يقرن اي عدد حقيقي بنقطة من دائرة الوح دة (هاء16© 16هالا)( أو بزاوية 
موجهة بالوضع القياسي ) يسمى التطبيق اللاف . 
وكما سبق أن تعلمت في الصف الرابع العلمي انه لو كانت لدينا زاوية موجهة في وضع قياسي 

مرسومة في دائرة الوحدة فأن لهذه الزاوية نقطة مثلثية واحدة وواحدة فقط . 

ففى الشكل (4-1) النقطة المثلثية للزاوية 808 هى 8 وهي تقاطع الضلع النهائي للزاوية مع دائرة 

الوحدة 
8 تقع على الجزء الموجب من محور السينات 
1 - : , 08 - : (حيث " نصف قطر دائرة الوحدة ) 

- )1.0( 





الشكل (4-1) 


مع دائرة الوحدة 
ا تقع على الجزء الموجب من محور الصادات 





(0.1) - 
الشكل (4-2) 
عطل 
وفي الشكل (4-3) النقطة المثلثية للزاوية 1101 هي ا وهي تقاطع الضلع النهائي للزاوية مع دائرة 
الوحدة 
ا تقع على الجزء السالب من محور السينات ظ 





الشكل (4-3) 





وبالمثل في الشكل (4-4) النقطة المثلثية للزاوية الا[(1-0 هي 
(1-,0) - الا 


5 

: 5 
]| وفي الشكل (4-5) النقطة المثلثية للزاوية لأ0الاا هي لظا حيث 
زلا.*) - لم 





الشكل (4-5) ظ 
فاذا كانت 6 عدداً حقيقياً » وكانت ( لا,) - 37 النقطة الواقعة على دائرة الوحدة الموافقفة 


1 ظ 





للعدد 6 فان العدد “ا هو 6 ©0517© ويرمز له 8 05»© حيث 6 قياس الزاوية الموجهة بالوضع 
القياسي الذي يمر ضلعها النهائي من ١‏ 

اما العدد لا هو © ©5116 ويرمز له 6 511 حيث 6 قياس الزاوية الموجهة بالوضع القياسي الذي 
يمر ضلعها النهائي من ل" 

و بهذا نكون قد عرفنا دالتين مجال كل منهما !1 ( مجموعة الاعداد الحقيقية ) و المجال المقابل لكل 
منهما [1.1-] وذلك لانه مهما يكن 8 ح6 فان 


1 > 86 و5مه > 


١ 
م‎ 
/ 


و 1 > 0 51 


١ 
م‎ 
ثرا‎ 





الجيب (©517) دالة مجالها *! ومجالها المقابل [1.1-] بحيث : 
لا ع 86 وزع : هع 80 ١7‏ 


> عم ثن# 


حيث لا الاحدائي الصادي للنقطة المثلثية . 
جيب تمام (©6051) دالة مجالها *! ومجالها المقابل [1,1-] بحيث : 
»ا - 6 وه : بزع 8 7 
حيث < الاحداثي السيني للنقطة المثلئية . 


| القياس الرئيس للزاوية : | 
اناي زاوية موجهة بالوضع القياسي تقترن بمجموعة غير منتهية من الاعداد يدعى كل منها قياسا 





لهذه الزاوية . وقد جرت العادة على اعتبار القياس الدائري الذي يحقق العلاقة : 

٠‏ 21> 6 >0 ا 
ظ أو القياس الستيني الذي يحقق العلاقة : 
ظ > 6 > 0 


أ وهو القياس الرئيس للزاوية. 
واضح أن هذا القياس وحيد » وأن بقية القياسات تنتج باضافة (2111 ) حيث (ا) عدد صحيح » الى 


القياس الرئيس 6 حيث |6 + 21611 - 7916/ 





48905 


اوجد القياس الرئيس لكل من الزوايا الآتية : 


2( 8.75 1]- 811511 


كا اس 2 3 
.”. القياس الرئيس للزاويه التي قياسها ( 8.7511 ) هو (11- 4 ) 











'. القياس الرئيس للزاوية هو 11 7ت 3.14 


احسب ) 0012 50 
الحل : 

ظ 2 آ41- -711/2-| 
0 .. القياس الرئيس للزاوية 2/ ]71- هو 11/2 : 
" 2/ 11 صلذ > ( 2/ 7[11-) صلو .. | 

1 - 
(الاحداثي الصادي للنقطة المثلثية (0.1 ) ) 











الشكل (4-6) 


ادك تمارين (4-1) حامر 


0 جد القياسات الرئيسة لكل من الزاويا التي قياساتها الاتية : 


©6921 11 © 2-1 
© 11 1 3 





([3) جد الاعداد الحقيقية الآتية : 


2411 دهء © 6 / 11 19 5ه 689 








1 


4 







١‏ 1 ل 
1 32 
1 ! 


[4-3] دالة الظل مومه ) ٠:‏ 


يمكن أن نحصل على هذه الدالة من دائرة الوحدة » وذلك لو وضعنا مستقيماً مدرجاً على جميع 
الاعداد الحقيقية بحيث يكون مماسأاً للدائرة عند (1,0) .م 










الشكل (4-7) 
|( لاحظ الشكل (4-7)) وبشرط أن يكون العدد صفر منطبقاً على 8 فان نقطة تقاطع الضلع النهائي 
اللزاوية 6 مع هذا الخط يمثل 6 1317 . 





دالة الظل : 31 
ب 8 جح (0غع 6 وه , 8حع6 : 6 4: صمح 
8 5مك /86 مله - 6 صه) 


نلاحظ ان دالة الظل( 137 ) هي الدالة الناتجة من 056»©/ 6 511 





ملاحظات : 

99 لت > 6 >0 فان الزاوية © تقع في الربع الاول وتكون النقطة المثلثية (لا,»*) : اي 
0< 6 مأك , 0< 6 0605© الاحظ الشكل (4-8) 

(42اذا كانت 11 > 6 > 2 فان الزاوية © تقع في الربع الثاني وتكون النقطة المثلثية 


(لاء»ا-) اي ان 0< 6 مأد ,0 > 6 ومح 








الشكل (4-8) 





3١‏ للد > 6 > 11 3 فأن الزاوية 6 تقع في الربع الثالث وتكون النقطة 
| | المثلثية للزاوية 0 هي ( لا-.*-) وبهذا يكون : 
|0> 6 5م ,0 > © 535 بالتالي فأن 0 < 6 3] 
١‏ كما في الشكل (4-10) 











3 ][ 
2 








(4)اذا كانت 211 > 6 > فأن الزاوية 6 تقع في الربع الرابع وتكون النقطة المثلثية 


للزاوية هي(لا-,كا ) وبهذا يكون: 
0< © 05© ,0 > © 515 وبالتالي فأن 0) > © 31] 
كما في الشكل (4-11) 
ويمكن وضع ماتقدم في الجدول الآتي : 
(7 605 |[ 3!! 5 | الربع 





0 
الآ ا 
















| 
1 


[5لتكن » دائرة الوحدة في الشكل (4-12) 

8 هي النقطة المثلثية للزاوية 6 احدائياً 8 هي : ( 8 515 , 8 5مع) 

| نلاحظ أن 08-1 عدم 

6 مأك - ازع 

8 5ه - الاا0 

وبما ان المثلث 01/158 قائم الزاوية في آ/ا 

حسب مبرهنة فيثاغورس نستنتج ان : 

1 > 2( 516 ) + *( 6 ومع ) 

ملاحظة : نكتب عادة 86 5112 يدلا من 2[ 8156 ] 

وكذلك 0526© بدلاً من 2[ 8 0605© ] 

ا وبالمثل نكتب 519876 بدلا من 3[ 6 515 ] وهكذا 

| اي ان القاعدة السابقة يمكن ان تكتب : 
[ ع 















6 + 06 3ومج 





جد 3/ 511 مغ 
الحل : الزاوية 3/ 511 - 6 تنتهيى في الربع الرابع فنجد من المثلث 01/11 أن : 








-- 3 5 - 2 


























اذا كانت © هو قياس الزاوية الموجهة بالوضع القياسي وكان - 6 داه 
فاوجد قيمة 6 05© , 498806 علماً ان ضلع الزاوية النهائي التي قياسها 6 يقع في الربع 
الثاني . 


الحل : 


[ - 6 2و5من+ 6 2مزا5 
1 - 526ه0تن + 9/25 
1-65 - 0 :2 605 

6/5 - 
5 - 0 05©» .:. 
وبما ان © تقع في الربع الثاني 
0 > 6 05©» .: 








5/- - 0550© .: 
6 5معء/ 6 صلة - 6 وق) ".: 


3 
ثح م مه ١:‏ 
حك 


5 
- -3 4 












اه تود .م تمارين (4-2) ح مه مر 


([1؟) اوجد “ا 515 , “ا 605 , “ا 130 اذا علمت ان الضلع النهائي للزاوية (*) الموجهة في الوضع 
القياسي يقطع دائرة الوحدة في النقط المثلثية الاتية : 


6د , 3/ 
ك1 .12د )| © 








0 06 ' -0.8| 


بدا 





ْ 6 /1311-) 5ه» إرظ 
61 ده ([6 


046 - 1/6[ 6057 نه 3 0052© + 3 512 4 ) 








(3)جد قيمة ما يأتي : 








ظ 0 
ظ 

11 600 - 11 مزه لل ومع + عل ووه ل 50 
ظ 2 3 3 6 








14-7 دول ذكرية لكر 
ويام اات س1 


عرفنا في البنود السابقة الدوال الدائرية : 512 , 05»© , 31 














وباستخدام هذه الدوال يمكننا ان تعرف دوال اخرى وذلك كما يأتي : 
|1 الدالة 60431096114 ( ظل تمام ) ويرمز لها 604 وهي الدالة الناتجة من مقلوب الدالة ( الظل ) 


. 0 





اى ان : *ا 1310 / 1 -<<ا )60 


لأسو 






©05 0أ5/‎ ١ 





تعريف [4-4-1] 






دالة ظل التمام 0601© 


ب 8 جح ( 0 ع © مزة ,ا هع 6: 6:40همك 
68 مأ5 /6 5ه» - 6 )من 


اي ان الدالة 04© تعرف لكل الاعداد الحقيقية بشرط (20 8 15أ5). 





(2 الدالة 71 م(قاطع) ويرمز لها ©©5وهي الدالة الناتجة من مقلوب الدالة (605) 
اي ان “ا 1/605 - ا ع6ع5 


وهي تعرف لكل الاعداد الحقيقية “ا بشرط  0(‏ ا 05ع) بعبارة اخرى 


تعريف[4-4-2] 
دالة القاطع ظ 566 
8 ج ( 0 ع 6 ومه» ,8 ع 6 :6 ب:ععه5 
6 5هم» /1 - 6 معه 








4 









0 1 


31 الدالة 0566314© (القاطع التمام) ويرمز لها ©5© وهي الدالة الناتجة من مقلوب الدالة (510) 





اي ان * 1/510 - كا عوه6 
وهي تعرف لكل الاعداد الحقيقية “ا بشرط ( 0 ع ا 511 ) 
تعريف[4-4-3] 
دالة قاطع الثمام واعوع 
,. 8 ج ( 0 ع © صلهى,8 ع 0 : 60):نعو5ك6 


بانع لواحن 
65 


ظ 11 ٍ 
الذاكك ٠‏ [] > *« » 2 وكان 5/13 -<ا 511 فجد كلا من : 
















©05 ٠ , 1311 ٠> , ©01 ٠" , 566 <> , ©»5© ؟*‎ ١| 


ظ 1 << ومن + 2مزو ١ ١‏ 


| حج 1-«ي« 122 1 ظ 
ظ 9 -] -« 5م60 
9 144 -« 2 و5وهمج ج 


3 12 + -<<ا 605 ج 





اي انها تقع في الربع الثاني 
0 > <ا 0605© .' 
83 - - << 605 :' 


* 605 / ؟< أذ - << 13100 00 








للح 
13 _ 1 
10 - >< قا , 
13 
512 سدح جع 0ق 1 
5 - - <0]8» .:. [ 


2 - - < 5مه/1 - كا عع5 | 
5/ 13 - << مأة/1 -< كا عدم ل 





2 
/ 
1 ” 
5 0 


عوييية ‏ د 0 يد “يي “يي 1 بيد“ “يي ١‏ صِيي بيه “بيه جه 


[4-5]العلاقات بين الدوال الدائرية 1 


اكور امون ابإكتكور اكور إوتكي ‏ اإإستكو بصي - 
مبرهنة [4-5-1] 


( المتطابقة الفيثاغورية ) 
8ح /ا 1 - »ا دومع + ير 2مزى 69 
0 11 (20+1) دير ,ا , >7 2م56 - 1+ ي» د 69 


0511 << ,ا , >< مموج - عر امن 1 © 


لا 510 ؟ا 605 + لا 605 ا مزه ع زلا دع«ا) منه 9© 


لا-تي 
٠ 205 6‏ اه 2 -2726 [11١‏ 





إذا كان 


0 لا 5|0 << |5 5 لا 605 ا 605 ع (لا + «) ووء 69 
ظ إذاكان ‏ لاع ير 
* 51012 - عا 60575 >2 605 





بو يي بين 


ريد ” ات ال بل لل اد 


حنة 








تيو 


“بي كابير ييه ابي يهب يطبي يجيي ابي يات يي يد بو يد يي ياك بير يبيل يب يريب بره ةي 


([6لقد سبق برهنتها في البنود السابقة . 
اذا كان * اي عدد حقيقي ما عدا المضاعفات الفردية ل (11/2) والتي تجعل 


(0 ءا 05» ) فآننا نقسم طرفي المتطابقة (1) على <ا 0527© لتنحصل على : 


ب :2( <*ا 5ه / 1) - 2ك" 5مك / <ا 5مع) + 3©إكا 5هت / ءا مادم 2 | 


20-72) عجعا , >«غ ٠7‏ , »ع 2ج6ه6ه - [+ ير دورج 


حيث ١‏ عدد صحيح 


وذلكه لان : »ا 605 / ا اك دعا 117ق] 


»ا 2-566 15 
| 


© وبالطريقة السابقة نفسها اذا كان 7111»ا حيث 1 عدد صحيح ؛: يمكن قسمة طرفي المتطابقة 
(1) على ا 5177 فنحصل على : 
ب ٌ) 11> / 1( - * 3 1 14 05) 3 * 3 ا 2غ 60 


[2”1[1 عيلا , >< أ , © عوج - عيرخعامن +1 








(متلة 2 اثبت صحة المتطابقة الاتية : 


0/2 7ع * , “اا , عا 2م05 ع لمعه د عير تعوج + عر لمعه 
حيث ١‏ عدد صحيح 
الأثبات : الطرف الايسر 


غ2 17+ 2 165 دير 2 حوح ببرإدععو 





ظ * 2 05ح لذ رزو 


١ ©05 2 512 | 


ش * ماك 2 5م / 1 


ظ 2مأ1/5 . <2 5همه6 /1 


256042 ع7 5662 


الطرف الايمن 


انبت صحة المتطابقة الاتية : 





ا 

ظ 

+داخع 102و دي 2ومء 

ع 0142© 4 1+1«* 510« 36057 _ 


512 0 


الاثبات : الطرف الايسر 


1+<”< 2مزهة -ي 52وج 3 ظ 
51112 


*ا 0052© ++ ا 0052© 3 0 6 ماه -1)+ « 6052 3 0 _ 


51117 --- 





ِ 7 الوك تمارين ) 0 ( هه مر 


ظ 2 
>*غ 0141© 1 5600 , ك6 050 


1 ذا كان لاد > ا > [1وكان 7/3 -< 431 فجد قيمة كل من : 





01© , >< 566 , >0 56 
الع انبت صحة المتطابقات الأتية : 
“ا ©5©6 >< أ - « مداج»© 


ا 
«52مع »لماك عر نوو 6 
1-5132 


1( 3 017 دنه -1) © ْ 


2 ا ا 
“ا ومء »ا ونه - 1# 1-225 _ © 
113 ظ 

ْ 


23> ع +1 
3 131+ -©<٠ا‏ عمج - 210000000000000 
* 005 


١ ا‎ ١ 
5 1 
5 1 
1 1 ش‎ 
٠ 















[4-6] الزاوية المنتسبة : 
لجح 






00 


تعر يف 
اذا كان 0 قياس لزاوية حادة فأي زاوية قياسها على الصورة( 0 + 905 * 7 ), حيث 1 عدد ١‏ 
صحيح ( غير سالب ) تسمى زاوية منتسبة للزاوية الحادة التي قياسها 6 






فمثلا : الزاوية التي قياسها (1507 )منتسبة للزاوية الحادة (30) لأن : 
( "30 -2<900) - (1500 ) 

والزاوية 240 منتسبة للزاوية 609 لأن : 
( 609 + 2<900) - (2400 ) 

| والزاوية 3007 منتسبة للزاوية “60 لآن : 

)3000( - )490* - 60*( 5 


ٍ 
ْ ظ 












والزاوية 307- هي زاوية منتسبة للزاوية ”30 لآن : 
( "30 - 0<900) - (300-) 
| واستناداً الى التعريف السابق فانه اذا كانت © قياس زاوية حادة فأن الزوايا التي قياساتها : 
(٠‏ 6 +3600) ء ( 6 -3600) :» (1800+6) » ( 6 -1800) 
(6 -0). (6 +0). (6 +900) . (6 -900) 
( 6 +2700).( 68 -2700 ) ء هي زوايا منتسبة للزاوية 8 . 








فمثلاً : 
(30- 2700) - 2400 أو (1800+600) - 2400 
459+ 900) - 1350 2 أو (450 -1800) -1350 
٠ + 30 9(‏ 270) -* 300 و 9 60 - ٠‏ 360) - * 300 
٠ + 60 9(‏ 270) - 5 330 5 (59 30 - 5 360) - 3305 


ملاحظة: اذا كان قياس الزاوية اكبر من “360 (اي اكبر من 211) نبدأ بطرح 3609 أو مضاعفاتها 








٠ 


ل 
١‏ 1 
0 
/ 
١ 1‏ 


(او طرح 211 أو مضاعفاتها اذا كانت بالقياس الدائري) ليصبح القياس رئيسياً أي يصبح قياس 
الزاوية ينتمي الى ( 0,360] أو ينتمي الى (211 , 0]. 


( مث جد 1209 5117 , 1209 05©» دون استخدام الالة الحاسبة. 
الحل: 
ىو 7ت 3 * 3 
(ل[6ان الزاوية 808 التي قياسها - 1209 تقع في الربع الثاني. (لاحظ الشكل 5-13) 
اذأن: (*1209 مأك , "51209مع) 8 - إلا , »)5 
ولكن 8 < 5 تحت تأثير انعكاس في المحور ا 






(609 515 , 609 05ه6) >- ( لا *) 8 0 

ولكن يد - لابين 

2/- - 600 و05» - - 1200 05©» .. 
كذلك لا - لا 

م 3/ - 609 قاذ - 1209 513 .:. 





الشكل (4-13) 


وبما أن: - 1800 - 1200 
7 - 900 * 2 - 


:. 1209 منتسبة للزاوية 609 

من المثال السابق نلاحظ أن 
0-0 ”60 طاك5 - 1209 511١١‏ 
2/- - 600 و5هك - - 12090 605 











الح ب - 0 - 
(ان الزاوية 808 التي قياسها - 1207 تقع في الربع الثاني كما اسلفنا اذ إن 
1205 داك , 1209 5مع6) 5 - زلا , «) 85 
ولكن 5 < 5 تحت تأثير دوران حول نقطة الأصل بزاوية قياسها “90. 


(30 5مه , *30 مزه-) -8 .:. (لا.*) 8 
((900+309) مأى , (900+300) 5ومه) - 8 
0/2- - 30 مزأه- - (905+300) 5م ٠.‏ 
72 3/ - 300 5ه» - (900+300) مأك 


| 2109 5م» , ©2109 داك 


أ نشاط 2 : باستخدام دائرة الوحدة والانعكاس في المحور السيني اوجد 


511 3159 , 058 95 

ملاحظات: 

لايجاد قيم الدوال الدائرية لأية زاوية نتبع الاتي: 

([(نجد القياس الرئيسي للزاوية اذا كان قياسها اكبر من 3609 او اكبر من 211 





لضع قياس الزاوية الرئيسية على الصورة( 6 + 72 و6 + 909 *« م) 


حيث 7 عدد صحيح موجب أي يأخذ القيم (... , 4 , 3 , 2 , 1) 0 قياس زاوية حادة. 
اذا كان 0 عدد صحيح فرديء أي يأخذ القيم: ... , 5 , 3 , 1 
فان قيم الدالة الدائرية للزاوية ( 6+ 011/2) تتغير من: 
(6 2 011/2) صا الى 5م» 
ومن (6 +2511/2) 5هء الى 6 517 
ومن (6 +0511/2) 80 الى 6 06» 
ومن (211/2+6) ©56 الى 6 ع5 
ومن ( 6 + 211/2) 04» الى 6 30] 
ومن (6 +211/2) 56 الى 6 6م56 








مع مراعاة اشارة الدالة في الربع الذي تقع فيه الزاوية ( 6 + 711/2) 


© اذا كان 0 عدد زوجي موجب أي تأخذ القيم: ... , 6 , 4 , 2 
ظ فان قيم الدالة الدائرية للزاوية (© + 011/2) لا تتغير وتظل كما هي 
اي ( 6 غ 512011/2 تؤول الى 6 515 وكذلك, ( 8 + 211/2) 5م60 

تؤول الى 0506© , وهكذا بقية الدوال الاخرىء مع مراعاة اشارة الدالة في الربع الذي تقع في 
الزاوية( 6 + 011/2 ) 

© يحدد الربع الذي تقع فيه الزاوية 6 وننسبها لاحدى زاويتي هذا الربع. 

فمثلا: 
في الربع الاول: ننسب للزاوية 6 -9090 الى 3600+6 

وفي الربع الثاني: ننسب للزاوية 6 +905 الى 1805-6 

]| وفي الربع الثالث: ننسب للزاوية 6 +1800 الى 2705-8 
وفي الربع الرابع: ننسب للزاوية 27090+6 الى 3605-6 


< منّال[49- جد قيم الدوال الدائرية للزوايا التي قياساتها: 


4206 , 3306 , 2106 , 1500 , 









الحل: 
(لإ#الزاوية التي قياسها ”30 تقع في الربع الاول 
0 3/ /1 - 305 130 , 2م 3/ - 3090 05» , 1/2 - 300 ماد .:. 
232 - 309 601 ةف 2//3 - 309 566 , 2 - 300 م656 


(© الزاوية التي قياسها 1507 تقع في الربع الثاني 


(609 + 900) مزع - 1509 مأك 309 - 18090) صله - 1509 مأو .'. 
2 - 6050 005 - 2 - 300 مزه - 






























605 1509 - ©»05 )900 + 609( 


- -51609 - 5 





(309 - 1800) 5ه» - 1500 5م»6 


- - ©0605 3095 - -00 





(”60 + 900) ص - 1509 30] (309 - 18090) صق - 1509 مدا 


1//3 - - 6001605 - 1//3- ح- 3)0(0 ورجخ - - 


(609 + 900) أم» - 1509 ام 


- -480600--[3 





(309 - 18090) مه - 1500 مه 


3- -64300مج ا - 








(60 + *90) ععه - 1509 مععه 305 - 1800) عهةه - 1500 عع5 


2//3- - 6056605- - 2//3- ح- 30(0 6ه ا 


609 + 900) عو»ه - 1500 عوء (309 - 1800) ع5ه - 1500 عوه 
2 - 566609 - 2 - 300 عومجم - 


605 - 27050) صأة - 2109 راع (309 + *180) صله > 2109 صلأه .'. 
102- - 609 6005- - 1/2 ح 3)0(0 وله ا - 





نشاط: اكمل قيم الدوال المثلثية الباقية للزاوية التي قياسها “210 


([ الزاوية التي قياسها 3307 تقع في الربع الرابع 
(609 + 2700) مله - 3300 مه 309 - 3600) مله - 3300 مه 


2/- - 005605- - 2- - 305 517 - - 
نشاط: اكمل قيم الدوال المثلثية الباقية للزاوية التي قياسها “330 
© الزاوية التي قياسها 360 + 60 -”420 
ان قيم الدالة المثلثية للزاوية (3609+609 ) هي نفس قيمة الزاوية المثلثية (609) لماذا ؟ 
| ملاحظة : لقد سبق ان ذكرنا بانه اذا كان قياس الزاوية اكبر من 3607 نطرح “360 أو مضاعفاتها من 
| هذا القياس الى يصبح القياس607هو القياس الرئيسي للزاوية »وعليه فان * 60- “360 - 4200 





2 إد 6090 صثأه - ؟ 420 ماك .' 
2 - 600 5ه - 42050 5همن 
نشاط : اكمل قيم الدوال الدائري ية الباقية اللزاوي ية 420 
[4-7] قيم ال لوال .الذائرية للزاوية التي أكياسها ( 608 
ولا : اذا كانت الزاوية التي قياسها ( 0 ) تقع في الربع الاول فان الزاوية التي قياسها ( 0 -) تقع 
في الربع الرابع 
لاحظ الشكل (4-15) (6 صاى , 6 5مع) - (نا,»)8 
إن الزاوية 8018 التي قياسها ( 8 ) نرمز لها بالرمز : 
( 6 صاأك , 8 5 ) - (لا,“*ا) 85 


لكن 8 < 5 تحت تأثير انعكاس حول محور 7 
لذا فآن 8 -)5111 1 8 5 05) 3 





((6 )هذه , (6 -) ومعء) 8 الشكل (15- 4) 
ولكن : لا- < لاء «ا جح » 








6 5مء / 6 مزه - - 
(6) مه - - ( 6)مج) 
ملاحظة: يمكن اثبات النتيجة السابقة نفسها في حالة وقوع الزاوية التي قياسها 
( 6 -) في الارباع: الثاني أو الثالث أوالأول وبالطريقة السابقة نفسها. 


جد( 2405-) دنه , (2409-) ومع 
الحل : 
0 ذطاء - - (240-) 1ا5 
(1809609) 1ه - - 
- - 60 5ض[أه - 
(*240) 5هم»© - (240-) 0605© , 
(؟ 60 +1809) 605 > 
002- - 605 005-- 


< م415 جد ( 5121911/2 780 5 ,(3009-)130] 
الل : 


(811+ كلك) منه - (1911/2) هذه 








لك ) 51 - 
د 

(05)22360+609» - 7805 5م60 
05 005 - 
3172 

“00 صو - > (300-) 30] 

الشكل (4-16) (60 -360) مه - - 

- -)-8060(( 

- 330 


_ 


























ل <ك رين  )4-4(‏ ايرث ب 
000 7 - - 0 510 , 6 تقع في الربع الثالث فجد : 
( 6 +11/2) صلد , (6 -311/2) 0605© , 60560 
اذاكان 0.8 -0586»© ؟3609> 6 > 27095 2 فجد : 
(/-2709) 5ه» , (178 2700) 5هه , / لاذه 
اذا كان 24/25 - 51502 1809> عه > 909 فاحسب قيمة : 


“0] 05»ء + (عه- “180) 05» - زعه -905) اه 
69 اثبت انه ظ 
0 - (6 -]])صنة (6 +]آ1)صنة - (6 - 11/2) 5ه» ( 11/2+60) 5مه | 


| هه الربع الذي تقع فيه الزاوية -ه اذا كان : 





0< عه و5مه , 0 < عه مزه © ا ٠‏ 
0> عه 5ه» , 0 < عه مزه © ١‏ 
0 عه 5م» , 0 > عه مزه © 
0< عه وه»ء , 0 > عه دنه 68 





(1اي العبارات الاتية صحيحة وأيها خاطئة ؟ 
مأك 2 - 2700 مأد6© 
65 005 2 - 905 من 69 
“120 133 1/2 - 15095 5ه 60 
“0 05» + 3050 05» - (6050 +300) دهء !6 


اثبت ان : 
عه مها دزعه+ 1800) 5مه +( عه- 4)2706مء +زعه +900) وزو © 
2709 5مء-1) 1/2 - 1350 ندنه © 

















ْ 
1 ا 
ا 


[71ابتيبييبيبيهة “يريد بير يبيج يري يبيد #ببربيبين “يبري يي #الددرييييبيييد:7 يي #بيبريييبي:“تبييربيي :2 يبيد ”يبي ديري :”الب يبنا ادبي يبيد يبري بير :"يبيد ييه يريد #بييي” 7 








: رسم منحنيات الدوال المثلثية561410575باط 12100201214112 1ه لامة:6‎ ]4- 8 [ ١ 


2 


تمهيد : 






(لأ#رؤية وجه من اوجه القمر من على سطح الارضء فنحن نراه: 
هلالا . تربيعاً أول ٠‏ بدراً » تربيعاً ثانياً » محاق؛ . 

ثم يتكرر ذلك كل (29) يوماً و (12) ساعة و (44) دقيقة و (3) ثوان. 
ريع القمر الأول 


الهلال الأول نس ب المعتب 
0 
الأرض 


سس 
دور ته لوس 
ا القمر ؟لجديد 






المهتب 
الثتاقصسسى 





ريع القمر الأخير 


ظ 5 1 5 5 وم اعسيءو اك وض ماه ه ب : 
#دوران الاردض حول الشمس بتكرر بصفه منتظمه كل فترة زمنية معلومة. 





كثير من الحوادث والظواهر الطبيعية تتكرر بشكل متمائل في فترات متساوية من الزمن؛ مثل: 





/ 
١3م‏ جمبع حركات الموجات التي توصف بانها كهرومغناطيسية مثل موجات الضوء. موجات الراديو: 


كذلك الموجات التي يبثها الرادار عند عملهء جميعها موجات مستعرضة وهي تتكرر في فترات زمنية 
فتساوية. 








وان رسم الدوال المثلثية هو من النوع الذي يتكرر في دورات محدودة وذلك لان هذه الدوال هي دوالا 

اولاء رسم منحني جيب الزاوية. (* 5أ5 - لإ) 

اذا تغير قياس الزاوية الموجهة بالوضع القياسي: تتغير قيمة الدالة الدائرية تبعأ لها. فمثلا اذا تغير 

ظ قبائي الزابية من 77 لني 36/7 [إد سنن 0 في ]71) تنا تحصزل: خلي. اقيم سفتلفة لذالة ويب هذه 
الزاوية ضمن الفترة [ 1,1 - ] . 

فاذا كانت لا تساوي قيمة الجيب وكانت الزاوية هي * فان ا 510 > لا. ظ 
وللتمثيل البياني لدالة الجيب ننشيء جدولا يبين قيم * والقيم المناظرة لها لا. / 
كما في الجدول الأني: 


“360 | 33007 0 1 “15051180210240 1 8-8 9-3 ف-2 
1 5 ب 6 
ظ 6 . 








نحدد الازواج التي نحصل عليها من ا , لا ثم نرسم على ورقة المربعات متحني الجيب ويكون كما 





.حلفي الشكل (4-17) 











لد اص منحني الجيب. المجال [0,3605]: 1 
أ ([#يقطع منحني الجيب محور السينات عند “360 - * , *180 - > , *0 - * 
41 اكبر قيمة للجيب عند “90 -<ا وتساوي 1 


(1اصغر قيمة للجيب عند 270 - ا وتساوي 1-. 


(1© عندما(1800 . 0) > < تكون قيمة ا 5118 موجبة ويكون المنحني واقعاً اعلى محور السينات. 


699 عندما 36059 , “180) © «ايكون قيمة < 517 سالبة ويكون المنحني واقعاً اسفل محور 
السبنات. 

لو رسمنا *« 510 - لا في الفترة [[[4 . 211] نجد ان بيان 510 كرر نفسه. لاحظ الشكل 
(4-18) 





للد ورم 311 
3 2 


الشكل ( 4-18 ) 





| مثل هذه الدالة نطلق عليها دالة دورية. 
/ والفترة التي كرر فيها المنحني نفسه (211) تسمى دورة الدالة. 


ظ ١‏ 207 ال امامت ة الدالة 
1 العدد ٠‏ هأ 3 دد 4 3 2 ووطحجحجح لج7 ل 7 سر 1 سرقدة 5 
ولتسعى دورة الدالة بالتر و يسمى 2 





أي أن: دورة الدالة “ا 510 - لا هي 211 


وان التردد ->1/211 


العاجلة 2 
03 - حجح ا تكد جح 
وان السعة 2١‏ 1 1-5 





- 


ارسم بيان الدالة ا 51 4 - لا ومن الرسم جد: 


0 الدورة © التردد © السعة 


الحل: الجدول الاني يوضح 








| دورة الدالة “ا 510 4 - لا هي 211 


| التردد -1/211 | 
| السعة - 4((/2-) - 4) -4 ظ 


| ([(ارسم بيان الدالة “2 515 - لا وعين السعة والتردد والدورة. 
((© ارسم بيان الدالة 3 511 - لا وعين السعة والتردد والدورة. 


ثانياً: رسم بيان الدالة “ا 05© - لا 


الحل: نكون جدولا يبين العلاقة بين ا , »ا 01© كما يأتي: 









لو نظرنا الى البيان في الفترة [211 , 0] وفي الفترة [411 , 211] نجدهما متشابهان تماماً في الفترتين 
أي أن بيان 605 يكرر نفسه كل فترة طولها 211 وعلى ذلك فان الدالة “ا 05© - لا دورية. 

| دورة الدالة “ا 05© - لا هي 211 

| التردد -11 1/2 

| السعة - 1 





نشاط: 

9ارسم بيان الدالة »رك وهء - لا في الفترة [11 4 , 0] ومن الرسم عين دورة الدالة وترددها أ 
وسمعتها. 

| 9ارسم بيان الدالة »اك 05© 2 - لا في الفترة [11 , 0] 
| ومن الرسم عين كلا من دورة الدالة وترددها وسعتها. 


| الكو اص ملكلى الحيف التمام (< 505 - نا 
| ا#ايقطع محور السينات عند لل 3-» اا 
| ()يقطع محور السينات عند 1 1 - 

| #اكبر قيمة لجيب التمام عند 0 -كا , [2[1-كا تساوي 1 

| © اصغر قيمة لجيب التمام عند 11 - << تساوي ا 

| © عندما تكون * من 0 الى لل يكون منحني الجيب التمام موجباًء اذ يكون اعلى محور السينات 
وعندما تأخذ ‏ القيم من لل الى لل 3 يكون منحني الجيب تمام سالباً. اذ يكون اسفل محور 
| السينات. وعندما تأخذ * القيم من لل 3 الى 211 يكون منحنى الجيب التمام موجبأ اذ يكون اعلى 

ْ 2 


محور السينات. 











ثالثا: رسم منحني الظل: (ا 480 > لا) 


نكون جدولا يبين العلاقة بين ا , ا 4210 - 


0 ]| 150 
!ا 





511 1آ 11 []آ 11 
2 ع 22 5 م 9 18د 5 6 
١ |‏ 
١ 1‏ 
١‏ 
ظ : 
| 
١ ٍ‏ 
الداله ا 130 ع لا دوريه 
ودورتها - 11 
التردد - 1/11 
عدج لسلست اللا الس اله او وا له سعة 
خواص منحني الظل: »ا 0ه > لا 


(لأيقطع المحور السيني عند »ا تساوي: *0 , “180 , 360 

(61 المنحني غير متصل كما في منحني الجيب ومنحني الجيب تمام. 

عندما تكون < بين "0 , 900 يكون الظل موجباً وكلما اقتربنا من 907  -‏ نجد قيمة الظل 
تزداد ازدياداً كبيراً 

([0 عندما تكون بين 907 , ”180 يكون الظل سالباً وعندما تقع ا بين “180 2709٠2‏ يكون الظل 
موجبا 

يكون سالباً عندما تقع »ا مابين “270 , “360 











رابعا: رسم منحني ظل التمام: ا 01© - لا 
نكون جدولاً يبين العلاقة بين “ا ,ا 604 وكما يأتي: 








ملل لله تله للك إلى أله إل | كنا لاطا و | 
ل 3 2 3 6 0 3 6 





د + يبيج وبيييية عويي”< بسييي- هبه عبد ب | 


م يدت عن ل - »,للك و-, 


2 
عندما تكون » بين 11 نجد ان ظل التمام موجب, وعندما تكون < ما بين مل و ][نجد انه 


سالب وعندما تكون > ما بين ]1 و ل 3 يصبح موجبًء وعندما تكون »ما بين ل 3 و 211 يكون 





١ 
أ‎ ١ 
١ ؛‎ / 
٠ 
0 


خامسا: رسم منحني قاطع الزاوية: ا ©©5 - لا 


نكوان جدولا يبين العلاقة بين <ا , “ا ©©5 - لا كما يأتي: 





* ©56 - لا 


ي)يسسييسيبب 
| "خواص متحي القاطمن | 

(1 لا يقطع منحني القاطع محور السينات على الاطلاق. 

© عندما “ا ما بين 0 و 11/2 يكون المنحني موجبا. 

([6 عندما < ما بين 11/2 و 311/2 يكون المنحني سالبا. 

(1 عندما < ما بين 311/2 و211 يكون المنحني موجباً. 

( المنحني غير محدود لا من الاعلى ولا من الاسفل لذا ليس له سعة 










سادسا: رسم منحني قاطع التمام: *ا ©56© - لآ 
نكوتن جدولا يبين العلاقة بين ا , ا ©562© - ا 


2 |1111 [51[1 | 311 | 411 لكك 51 211 لل | لطا أ لل الل 
١ | 6 6 |3 | 2 | 3 | 6‏ ]| 2 ]| 3 |4 |6 





معرفة معرقة معرقة 


ءك-- 27> عستت ببأت” ون كك أحييمه لكك “عه 


دما ابت ا و اعلى محور السينات. 

| #عندما “ا ما بين 11 الى 211 يكون المنحني سالبا اسفل محور السينات. 
| ##دورة المنحني 211 والتردد11 112 . 

| 6 المنحني غير محدود لا من الاعلى ولا من الاسفل لذا ليس له سعة. 













ظ ١‏ 2 
1 
١,‏ ا 22 تمارين( 5 -4) تت اجا 


([4 ارسم بيان كل من الدوال الاتية. ومن الرسم استنتج كلا من دورة الدالة وترددها وسعتها: 
[411/3 .0] مه 31 5111 -«2© 
[[21[1 .0] مه ع 5113- -رج© 
[[21 .0] ره 35111 © 
[[[21 .11-] مه 2 0605© - © 
[[[2 ,211 -] تنه 2605- 691 
[[[31 .0] صه 0605© 67-2 ظ 
[311/2 . 11/2-] مه 310 2 :69 


[1 . 0] مه «2 مه -ز6 | 
(6 اختبار موضصوعي 


ضع اشارة + او - في المستطيلات التالية لتحصل على عبارة صحيحة : | 
51550 20مة| 0 ] 0ه 20520 - - (50+ 20 ) 5م69 أ | 
0568| 222022 ]28/1 ا - (38-28)مه لطا أ 
10 مزة 80 5مك - 0510© 51080 - ]1 ]| 50 01 | 

(#اكمل ما يأتي لتحصل على عبارة صحيحة 
1850 مله ]| + |40 0 - (180 + 40 969آظآ5 
الأ مزه - 11/3 05»© 11/3 مزه2 إبطا ظ 


الأ 5 - 15 2مزه - 15 توه إرعا 





























3 عيان العبارات الصحيحة والعبارات الخاطئة فيما يأتي: 






«3مزه 2 - »6 منه © | 

0 صله - 515ه0» 15 مه © 

40 2مأه - 40 2وهوكج - 80 5ه © 

مجموعة حل المعادلة 0 - 3+ "ا 2605 مي 2 9© 








([ اختر من القائمة ‏ ما يناسبها من القائمة 5 
القائمة8 القائمة ./ 
5" 699 86-5146518 5ه 0548 ([6 
مكدهه 9 م58م0ع5(48اء؟-548ه60 موه (© 
م 689 8ك 548هء جددمه 44د اك © 


زمد-) منه 6 





9 اختبار مقالي 
اذا كان [21> << > لْلَك وكانت 4-لاده» فاوجد قيمة كل من : “©5© , <ا ©566 ,ا 01ح 
2 3 





ا 3 311 0 3 ا م م 7 *- 
ظ ادا كا" 20 > عع الم مسحكتدت كانت -6051 فاوجد قيمه كل من : 
© 4 2 8 5 : 


. 005217, 5111206, 6 








١ 1 


/ 
2 بدون استخدام الحاسبة اوجد قيمة: 





8 5111/8 8 


/ لل وزو للدوو. رطا 
12 12 





9 اثبت صحة المتطابقة الاتية : 


05© دع دير فكوزو - ير 4وومح 














6 





5 “#ع1مهقط 6 


[5-1] جوار العدد 
[5-2] غاية الدالة 
[5-3] غاية الدوال الدائرية 








ور سر عير ليربا 0007 باع 


1 / 
| الغاية والاستمرارية . 


جتني تت بور تعض حير ير 


7 ببررري يي “يببيرريبيي رييب ”البو ينين :”ب بيببييييد #7 يي “بيجن تبيريييبينذ :”يي :”يبيد #ببرييييببد:” بريد 


غاية الدالة واستمراريتها إأأداطأاصم»ء 00د 1016| 


ستو مسو سو ست ,مسال عر سير مسي مسو يتتسل سجر يسو ببسيو سيو تحت مصور 
تمهيد : 
اذا نظرنا في الشكل (1 -5) نلاحظ نقطتين الاولى 3 تقع على يسار العدد 3 والاخرى ١‏ تقع على 
يمين العدد 3 
فإذا فرضنا ان 3 تأخذ قيماً متزايدة 


لجوهه 
5 3 3 


,2.999 , 2.99 ,و 2.9 
تتقارب باستمرار نحو العدد 3 من اليسار ونرمز لذلك بالرمز 3 نقول ان 





| واذا اعطينا 0 قيماً متناقصة مثا. ٠‏ 
١‏ 3.1 ء 3.01 : 3.001 ........ 3.000001 0 


نقول ان ١‏ تتقارب باستمرار نحو العدد 3 من اليمين ونرمز لذلك بالرمز 


1 _ظ] 


“سيد سي [©>#سصيب”*” 


1[1- 5 جوار . العدد 0 لم طاءنهطاط اعم 


#سرري» يه م 0 << ١.‏ 


على ضوء ما سبق يمكنك ان تتفهم التعريف الآتى : 





الا"#كاريحة عدداء( تقطه) وكاي. 6 تقر يسلون) عددا موه تسم القطن 


1 - ( ع + 2 , » - 2 ) جوارا للعدد 3 ( الجوار هنا يحوي 3 ) 


2 -31 . »ع - 3 )جوارا ايسر للعدد 3 ( الجوار هنا يحوي 2 ) 


3 -(ع + 3, 3] جوارا ايمن للعدد 3 ( الجوار هنا يحوي 3 ) 
ويرمز لمجموعة الجوار بالرمز 4! 








اذا كان 1 -1/2,3 - ح فان 


ل +1.--1) جوارا للعدد 1 



















 ,.1[ ©‏ -1) جواراً ايسر للعدد 1 


1 | 
00 +1 . 1 ] جوارا ايمن للعدد 1 





ابي يي #بيبيييية يري ببريييييي: بريه يبيو يري ييخ يي يي -آك يي بريا 


[ 5-2] غاية الدالة (مهأأعمد؟ د أه نسلا ) . 








تمهيد توصيحي : 
سنعطي فيما يأتي توضيحاً هندسياً اي باستخدام الرسم فقط للتعريف بمفهوم الغاية إذ سنكتفي | 
| بأدراك أولي للتعريف عن طريق الحواس ثم ننتقل بعد ذلك الى التعريف المحدد ففي الشكل (5-2) 








الشكل (5-2) 
نلاحظ ان هناك بياناً للدالة * ( منفصلة هندسياً ) عندما 3-< كما يمكنك ان تلاحظ ان 


(*)5 - لا تأخذ قيمأ متقاربة من 4 وذلك عندما تتقارب ا من 3 من اليسار وكلما اردنا ان نح نجعل (*<)]آ 


اكثر قرباً الى 4 فانه يمكننا ذلك عن طريق اعطاء < قيماً اكثر قربا الى 3 من اليسار 
وفي هذه الحالة : تقول : 


أن 4 - (*)؟ ب دسطا 
وتقرأ غاية الدالة عند 3 من اليسار تساوي 4 
لاحظ : 


اننا لم نتعرض لذكر ما اذا كانت الدالة معرفة او ليست معرفة عند 3 -* 

كما يمكنك ان تلاحظ ()4 تتقارب من 5 كلما اقتربت <ا الى 3 من جهة اليمين وفي مثل هذه الحالة 
نقول ايضاً : 

غاية الدالة تساوي 5 عندما 5 - (06)2!! 
تتقارب *< الى 3 من اليمين وتقرا غاية الدالة عند 3 من اليمين تساوي 5 











لاحظ اننا لم نذكر فيما اذا كانت الدالة معرفة او ليست معرفة عند 3 - « 


ملاحظة : 
الدالة تتقارب من 9 عندما تتقارب ا من 4 من اليسار واليمين او 
()5 تتقارب من 9 عندما تتقارب “امن 4 وهذا يعني 
9 - (»<) 1 بصنا - («) 4 _صصسذا ْ 
وفي هذه الحالة عندما تتساوى النهايتان لدالة مثل ؟ عند نقطة مثل 4 من اليسار واليمين | 
تقول ان للدالة ؟ غاية عند 4 ونعبر عند ذلك بالصورة الرمزية . 


اعتمادأ على ما عرضناه سابقاً في تقديم مفهوم الغاية باستخدام الرسوم التوضيحية كما في 
الشكل ( 4- 5) وقلنا بأن 1 - (*)؟ 50ذ! 






الغاية عند 2 + <« 





تفهم من هذا عموماً انه : 
بأمكاننا دوماً ان نجعل (406 قريبة من ا بقدر ما نشاء وذلك بأعطاء « قيماً قريبة من 3 من 
| اليسار بصورة مناسية . 





الإ 


١ 
: فاذا اردنا اعطاء صيغة رياضية كهذا الفهم العام فهذا سيكون على النحو الاتي‎ 
اذا حددنا اي معيار للقرب من امتل 0ع ات‎ 4( 
) 3-8 ,2 ( (1يمكننا تحديد جوار ايسر ,/ا للعدد 3 مثلا‎ 





حيث ١‏ عدد حقيقي موجب بحيث ح > ٠ط‏ : 


جد (43/ لما ع يم 
()5 تكون قريبة من ا حسب المعيارح 
> |1 - (*«؟ |ج (3)/ للا » 


ومنه نتوصل الى التعريف الاتي : 
[5-2-11] تعريف 

اذا قلنا ا - (»)150.4! فهذا يعني 0 < > ٠‏ 
يوجد جوار ايسر.لا للنقطة ( العدد ) 23 
-٠|[ >‏ (*)1 | (43/ لاع » 





يمكنك ان تلاحظ بأنه لأثبات 1 - (1117,7)2 لابد من ايجاد الخطوات الاتية : 
1 حدد مجال الدالة 


الفترة : 
(3 , طحق)- (ج ) / لج 
لاحظ اننا لا نشترط ان الدالة معرفة عند 3 
© اختر 0 < ح 
ضع > >| -١‏ (») * | ثم باشر بحل المتباينة السابقة فاذا استطعت ان تحدد جوراً ايسر 
مثل لظا للعدد 3 بحيث : 
عندما تكون : 
(2) / لا ح » 
فأن > إلا - («ة | 
تكون صحيحة وبذلك تكون قد اثبت صحة المطلوب منك . 







27 


ليكن 2-1 - ()؟ اثبت ان 3 - (<)1 اذا 
2 ي 
الحل : 


([مجال ؟ - > 


([بما ان * معرفة على ا فهي معرفة في يسار 2 اي ان 1 معرفة على اية فترة 
مثل (2 , م-2 ) 
لتكن 0 < ع 
© ع > 3-(ع«”| 
ظ 1250206 | 
وت ع > |4-<2 | 
7 46> لمجيرة د 5ه 





ع +4 > ع2 > © - 4 





1 2 5 
ظ 37-2 ب جتبم د 
2 2 


وهذا يعنى اذا كانت : 


ش 5 
+2. -2)ح» 
2 





ع > |3 - («)1| ج ( 
تكون صحيحة : 
ظ فاذا اخترنا (2.ع-2 - ك2 كذءج, ك5 لك 2) 
فنجد ان 
اذا كانت © > | 3- («)2/22(<|1 © ا تكون صحيحة 
* الفاية المعظطاة صحيحة 


وبدفس الطريقة غاية الدالة عندما 2 -- كا من اليمين 















ا 
|| 


[2-2- 5 ] تعريف 
اذا قلنا بأن | - (0)؟ مدنا فهنا يعتى 6 بدح 517 
يوجد جوار ١!‏ للنقطة 3 
> | - (*؟| ج (ه)/لا ح » 
من الواضح بأنه اذا كانت : 
١‏ - (*)؟ بدأل فان 
١‏ - (»)؟ نذا - ر 0# البلا 

وهذا يعني ان : 
([61 وجود الغاية عند النقطة 2 يؤدي الى وجود غاية من اليسار وغاية من اليمين عند 2 

كلتاهما متساويتان . 
(© اذا وجدت غاية عند النقطة 2 من اليمين وغاية عند 2 من اليسار وكان : 

را + -افان الغاية عند 2 ليست موجودة أو لا تكون معرفة . 








لسبل>+>#يهيع” ككل فييوة #بيية اعسييييية بيد حي كيو حي .-<وداو يبيب" 


/- 0 -5] بعض مبرهنات الغاية' 


1 8 ب كاله يكيو :< 8 بكم “ادم ١‏ امتصم 7-0 


فيما يأتي مجموعة من المبرهنات التي تساعد في حساب الغاية ويمكن اثبات صحتها باستخدام 


تعريف الغاية وكما في الامثلة السابقة ١‏ ولكننا سنكتفي بذكر منطوق هذه المبرهنات ونستخدمها في 


حل امثلة واسئلة للغاية في هذه المرحلة من الدارسة . 


مبرهنة (1) 


اذا كان لاا جوار للعدد 3 وكانت الدالة معرفة (3)/ ل ح ٠‏ / 


وكانت ) - («)1 حيث 8 ح )) ء ثابت فان 
ظ 0 - (»«)1 مدا 








2]- :اسن . 5 - وان 





(15)8 فان 97 - عا وطلل 


ب 2 - << زززز| 
2 م وبي« 


موجودة ٠‏ (*) 0 118! 
فآن 
(«) و صلا ع (»)؟ ذا - ١‏ 


ا 5 
لحك ء 





2 مدذأا+ >< حورا -<(2+) 00| 
3 -« 3 بي 3 -* 


- 3+2- 5 





2 
ظ 2 - [ >< ذثم[! ] - 2 جنا 
2 + نز 2 + نز 


'[(3+ ودنا] -(3+ك) ومذا 





[3 ونا » وجا ]- 
[2+3]- 
5- 








لاح دصلا “كا مم ذا - »3+ 2ع) درذا 
إدمي | -- يو ! 1< عديع 


-)-1(++)3)1(( 
-1-3 - 2 


1 )28- 4( 


(1 - * ) اال 





4ه | 4-ه ‏ (4-:(2-)2 








١ -2- 1 -3 3 00 ا‎ 





. لعن 1-*/ |1-»| - (200, 1 + »جد ان امكن‎ ٠ 
اا‎ 
»-1/*-1-1(  . «<1 
اليا عن‎ 
ظ‎ -)*»-1(/*-1>--1 . *> 1 


١‏ رطع 1 > رايا > (1 بكار ا 
باس هده سرد سوس 0 | 


غبر موحودة (*)1 تيلا --- ا د 5 2 











0؟ هنا © 0م وذ 





8ه - 4+4 - ) 4 يي ينا _ )18 0 


2-2 


با - 5 - 1+4 -(4+تع) ددذا 


© وم ؛‎ - ١ 


5 31-95 > 5) بللا 











الغايهة موجودة 5 - (*)آ الل را ع ا .. 
535 3ج - ذيو 
0 
2-3 
2 -« 


) 2 ناج+ وه ]| - 
6-2 


23032 تت 22 عاك 2ل 23 تّ 





اليه 





اذا كانت 2 > * , 3-]|] 


اذا كانت 2 < * , > 2 دح 
اذا كانت 1 - (*)1 1290| جد قيمة 8 ع © ,رطا 
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[5-3] غاية الدوال الدائرية 61101(انا؟ /تالاء!أء 01 011أا 


لقد تعلمت ان الدوال الكثيرة الحدود مستمرة عند اية نقطة من نقاط مجالها في هذا البند سنتناول 


سخام ب جيه يي برا مدا ليد اسم بوب بين خيين د سي بي يذ كيريد سي م بين #بيييدن” #سيه ١‏ 


دراسة غايات ومشتقات الدوال الدائرية ونبدأ بايجاد 
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( ارسم المخطط البياني لهذه الدالة 
((© هل للدالة غاية عند 1- بين ذلك ؟ 


© جد ١‏ 10# كارا 
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اذا كانت 1- < « 3 +2 


1- »م 0-1 
اذا كانت 1- > « 6 + *«ا4 


اذا كانت 3 - (*)1 107! جد قيمة 8 ح ١‏ , 3 
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41 -5] الاستمرارية اياي 


-- “تيون ”55 عة “سه 2 بصم 2-7 موتكم عم - - 


تكون الدالة مستمرة عند « - < اذا حققت الشروط الثلاث التالية : 


معرفة (0) ؟ ([© 
موجودة (*)؟ 7ذا !© 


© !!: 10 - 





8 ح م 9 ظ 
2*2 - ته - 8) وهنا - )1 ووذ | 
2 - تم - ه - ١‏ 
2 - 3م - عق - (ط) + 
(5)؟ - )4 وذ .: 
. الدالة مستمرة عند 6 - ا لكن 5 تمثل كل عنصر من عناصر المجال 
(«) #* مستمرة 1 ح << ٠17/‏ 


0 )10 مستمرة 


35 
00 
نلاحظ من الشكل المجاور: 
([[6 الدالة غير معرفة عند 0 - « 
> الدالة غير مستمرة عند 0 - * 
©3 -( باينا . 6 -(1)1 


1 ع ١‏ 1 ذا 





:. الدالة غير مستمرة عند 1 - *« 


© ( 1 بسنا ع ةبدن 


:. الدالة غير مستمرة عند 3 - *« 




















[5-4-1] تعريف: 
بقال للدآلة ؟|ممبثمرة عث» بسار 5 
(ط)؟ - )6 سنا 





عي ع 


اذا كاك معرفة جر يسباك ط ,اذأ حكفك : 


[5-4-2] تعريف: 
يقال للذالة ؟ مستمرة عن يمين 8 اذا كانت معرفة عن يمين ١‏ ,اذا حققت : 
(ط)؟ - راصال 


[5-4-3] تعريف: 
يقال للدالة ؟ مستمرة الفترة المغلقة [3,5] اذا حققت ما يأتي : 
) 1. الدالة مستمرة على الفترة المفتوحة (3,5) . 

2. الدالة مستمرة عن يمين 3 وعن بسار 2 . 









8 + © :]آ] 


2 < ير , 2 + 2يم 
6-1 
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2 > * , 
اثبت ان الدالة مستمرة على 8 . 


نثبت ان الدالة مستمرة عند 2 - * 





6»)2(- )2(2+ 2 - 6 


2-2 
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| - 6 -2 -8 - ( - 8) سار 
6 - 0)؟ سيذل جه را - را .. 
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« - 2 مستمرة عند‎ 1 .٠ 





0 الدالة مستمرة عند 2 - <« 









١ «© < 2 الدالة مستمرة‎ .٠. 








ه - 8 - و - 8) وذ 
(ه) ؟ - (ك) ؟ مزل .: 
0 الدالة مستمرة عند 2 - *« 


30 الدالة مستمرة 2 > 7« 7 


الدالة مستمرة عند 2 - ا . عند 2 < < . عند 2 > « ظ 


:. الدالة مستمرهة فئ 2 ا 


متآل|[49 اثبت ان الدالة 4 - 1ل - («) ا مستمره على الفترة المغلقة 11 , 1-]. 
ادك 


(1) واضح أن الدالة 8 مستمرة على الفترة المفتوحة (1 , 1-) وذلك لأنها مستمرة في كل نقطة من 
نقاط هذه الفترة . 
فمثلا لو اخذنا 0 - 2 فإن : 





(0)+ 1ح ير - 1د مما ع تير -1/د مرا 
0* *0 مينر 

(2) الدالة + مستمرة عن يسار النقطة 1 - 2 وذلك لأن 
(31) - 0 - تير - 1د ممز| 


آعم 
(3) الدالة * مستمرة عن يمين النقطة 1- -عا وذلك لأن : 
(1-)6 - 0ح هر -1/دصم ذا 


1- هلدا 


اذن تكون الدالة 8# مستمرة على الفترة المغلقة [1,1-] . 


ابحث استمرارية الدالة عند 1 












ابحث استمرارية الدالة عند 2 - « 


| © ذاكان ابحث استمرارية الدالة على © . ممعم | 


|6 -<2 | - »ا 
| © نتعن 


2]/<» 212 2يز 


2]> »د , )0 
(2]-», 3 


ابحث استمرارية الدالة عند 1- - <ا , 2 - » 


© معن ثب - بم 


9 2ه« 


ابحث استمرارية الدالة عند 3 -<<ا , 3- -<<ا , 1 - م« 


3 اذا كانت الدالة مستمرة عند 1 - <ا , 5 - (1-)4 جد قيمة 8 © 3,6 
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6 “اع301آ1) 


دسجب م وروص يب ببدم 
( المشتقات ١ 1116© ]0عا1٠ 211٠©‏ 


* نبذة تاريخية 

* 6-1] التفسير الهندسي للمشتقة . 

*[ 6-2] تطبيقات فيزيائية على المشتقة . 

*[ 6-3] قواعد المشتقة . 

*[ 6-4] قاعدة السلسلة . 

*[ 6-5] معادلة المماس للمنحني والعمود على المماس . 
*[ 6-6] الإشتقاق الضمني . 

| *[6-71] مشتقات الدوال الدائرية . 
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© الفصل السادس م 





| المشتقات 061/2306 7306 
ليذة كأريشية 2 00020 
إن أهم الاكتشافات الرياضية في القرن السابع عشر هي اكتشاف حسبان التفاضل والتكامل 
من قبل اسحق نيوتن وكوتفريد وليم ليبننتز الذي بهذا الاكتشاف وصلت الرياضيات الى مستوى 
متقدم » ويكون عندها انتهاء تاريخ الرياضيات الاولية بصورة رئيسة. 
وقد ظهرت في البداية فكرة التكامل وذلك مع ايجاد مساحات مناطق وحجوم اجسام واطوال اقواس 
معينة 5 التفاضل بعد فترة من علاقات المسائل على مماسات لمنحنيات, ومع اسئلة حول 
القيم العظمى والصغرى للدوال. وقد لوحظ اخيراً بإن هناك علاقة بين التكامل والتفاضل وانهما 
عمليتان عكسيتان. 
"| وسنتناول في هذا الفصل مفهوم ” الإشتقاق “ من مسألتين شغلتا اهتمام الرياضيين الاوائل في القرن 
| السابع عشر ومنهم العالم الالماني ليبنتز الذي نشر بحثاً وذلك في سنة 1684 للميلاد » تطرق 
| فيه الى مفهوم مشتقة الدالة» وقد عرفها بميل المستقيم ( غير الموازي للمحور الشاقولي) اي 
ان المسألة الأولى التي سنتناولها تتعلق بالمماس للمنحني عند نقطة عليه. والمسألة الثانية فهي 
| فيزياوية تتعلق بحركة جسم في خط مستقيم. 











11 -6] التفسير الهندسي للمشتقة ١.‏ 


ب( يمر ا الي ال ا 


لتكن (إرلا ,)3 . (رلا ,,«) 6 من نقط الدالة 7 
ليكن 35 قاطعاً لمنحني الدالة في ( 2 ) و (5) 


9 يصنع زاوية قياسها © مع الاتجاه الموجب لمحور السينات 
1141 ا 


في “/ 305 القائم في ! 


©» - 0 


519 >< ١3ح‏ لداقط + ١ن‏ 





7 12 
“الل + « - 4 


)1)0- (كاث + كيعل 1 »)1 2 6 101 
حم سس الس الللاااسسسم بت ميل 38 - 0 31 | 





اذا تصورنا بأن نقطة ١‏ (أخذت بالأقتراب) قربا كافياً من النقطة 3 لوجدنا “ا 4 اخذت تتقارب من 
عدد صغير جداً جداً حتى كادت ان تكون 5 هي 3 فإن 0 - كالم ظ 


ظ (*5- (كالى + ع« ظ 
فيقال لمثل هذه الحالة بانها الغاية للدالة لس عندما 0 - <ال/ 


4 47 
' لاك“ ' ظ 
أو بتعبير رياضي :لا لل [ 
رلتانيجام 
ظ بي ( إق,ج3)3 

ظ »م - 
ا ١‏ 1 1 
الشكل (6-2) 


ان هذه الغاية إن وجدت فهي تمثل المشتقة عند النقطة ( ,لا , “) وهي تساوي ميل المماس 
عند النقطة ويعبر عنها باحدى التعابير الاتية : 

















)6-3 


(12- (عالى + 2): 





0 ] - )2( 1 
اا/ 16-0 
7- 3+( < لل + 2) 5+ *(<*<ا لك + 2) 
0 ] - 
0زم 
.4 
14 -< ل 5+ 0+*(< لل ) +كا ل 4+ 4 د 
00 ] - 
بالصل"اككغخ٠(<٠٠ذ|9‏ 03 8 440 983939399598393834 83 9 52-0 
جع 
»الل ) + ل 9 
0]- 
16-0 





(ع“اث +9) »الى 


4ع 


1ع 
2 - 3 + يجرمبولي 
ظ 0 اعم 0000 تيه 
ل ول ١‏ 


0 
ظ -2-2 :+ اآتتتتت ‏ زم 


2- جاللى +4 ل على 06 


4 - عزلل+دي 





1010 ا 


(2 جعدح ع جل )عر 57 








- (م)+# 0خ ا جد (8) 4 باستخدام التعريف . 


(400- (كاح + »)؛ 5055 


46-0 





لعداث :«) 3 -*3 
(الم+ م2 


جع 


»ام 3 3 - عاق 
16 ( 72 


]21 :-6] تطبيقات فيزيائية على المشتقة ١‏ 





| (غ068,عه3ةامؤتط) الازاحة - البعد عن موقع بداية الحركة - ()) 8 - ()) 
ظ 


5 
السرعة (/ل16[ع10ع/ا)- (6) /ا 
التعجيل (1©1211012اع866)- (]) 90 





التفاضل التفاضل 
077-77 0 
01 0 () م 
(1)» 
التعجيل السرعة الازاحة 
)9 السرعة الآنية البعد عن موقع الحركة 
مشتقة الازاحة - السرعة 


مشتقة السرعة 2ت لد لتعجيل 





0 ١ 
1! 


جسم يتحرك على خط مستقيم وفقآ للقاعدة 
8 +56 + 3012 - ()م - 5 


حيث (4) م الازاحة بالامتار والزمن 4 بالثواني » جد سرعة الجسم الانية باستخدام التعريف . 


)م- (اك + )م ظ 
م - ()) م - (])/ا 


1ل 
(8+ 56 + 3)2) - 8+( كل +))5 + 31+47 
1“ 


51-8 - 302 -4+8 6 5 +]5 +*()ك) 26113 311 
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(5 +356 + 66) 14/ 
السرعة الانية ‏ ه/ثا 646+5)-< لل 18#] - 
41 





ظ لتكن (7)6 سرعة جسم بالامتار على الثوانيى حيث : 0 + 124 - 3012 - (])" 
جد : ([[ سرعة الجسم في نهاية 3 ثواني الاولى من بدأ الحركة . 

© جد السرعة عندما التعجيل - صفر 
الحل : 


0 + (3) 12 - 3)3(2 - (3) “ 
0 + 36 -27 - 
السرعة في نهاية 3 ثواني الاولى م/ثا 41 - 





()ل- زند جم) ن 
للح ل انا 


51 


(50 +124 -3) - 50 + زاد ج)) 12 - د ج)) و 


آم 


4 12 -( أخأة خاشاة ىن د 
5 0 


66+344-12) را - 


ا 2ح 





0+ (2) 12 - :(2) 3 - (2)“ 
0 24 -12 - 
السرعة عندما التعجيل - صفر همإثا 38 - 





يمكن أن يضاغ التعريف : الدائة (98] ؟ قفيلة للاستقاحة عله القطة 

الدالة(*) / قابلة للاشتقاق عند النقطة - ظ 

(ط.3) -,* اذا تحقق الشرطان الاتيان : 

(1) الدالة مستمرة في [ ط,3] 
*# »اث + 2 

(2) النهاية موجودة الكل امس عزنا 9 


1ك 





يمكن معرفة قابلية الاشتقاق من التمثيل البياني لبيان الدالة وكما في الاشكال الاتية : 













في الاشكال الاربعة اعلاه: 

شكل (3) : الدالة قابلة للاشتقاق لانها مستمرة ولا تحوي حافات حادة واي مماس يرسم للمنحني 
في اية نقطة لا يوازي محور الصادات . 

شكل (5): الدالة غير قابلة للاشتقاق عند الصفر لوجود حافة حادة. 

شكل (©): الدالة غير قابلة للاشتقاق عند الصفر لان المماس عند 0 - ا رغم انه وحيد لكنه 


ظ يوازي محور الصادات فلا ميل له . 












| شكل (0): الدالة غير قابلة للاشتقاق عند الصفر لانها غير مستمرة عند 0 - < . ١‏ 
| لتكن 
© ه8:ع 
اذا كانت 1 > <« 3 +2« 
- ()؟ 
اذا كانت 1 < <« 2+2 





(1ارسم المخطط البياني للدالة * » اثبت انها مستمرة عند 1 - » 
هل الدالة ؟ قابلة للاشتقاق بين ذلك ؟ 

الحل : 
(1© 3+ 2د ع دز 1 


لا 


/ 


4 
1 4 
0 3 

-1 4 





2 عندما 





1 


“. (1)1 - («)4 صنا موجودة 4 - 


. 1 مستمرة عند 1 <-<*7 


34 





0 ] - 
(0- 1م 





. * قابلة للاشتقاق عند 1 - « 


أ عندما 1 > »* 


7 3 > 1 


3-4+ 2(هاث + 1) 


64 


1-*(1ك4)+كاك 1+2 


(ه)1- (ك“ا ث + 1)3 
غم 
(22+3)-3+ وده + م) 
4ه 


3-232-3 2(ىم) + ال 2+2 3 








* قابلة للاشتقاق عند 2-<<7 
1 قابلة للاشتقاق 1 > »* كن ء 


عندما 1 < »« ب 1 <78 


(23+2)-5+2+ 2)3 
يم 


23 +2 /7+-2-23-2 


جع 





2/1 


0 ] - 
10نم 





2 -(8)*# ج 
4ه 


الدالة قابلة للاشتقاق عند 2 - < 
الدالة قابلة للاشتقاق 1 < ا " ( الدالة قابلة للاشتقاق1 < <ا 07 ) 


برهنا ؟ قابلة للاشتقاق عند 1 > << , 1 > <ا 7 , 1 < ا ا 


1 قابلة للاشتقاق . 





8 ب 86 :]1 
اذا كانت 2 < « 20043 
-ت؟ 
اذا كانت 2 > « 1[ -“*«ى 


(آ هل الدالة قابلة للاشتقاق عند 2- » 
)هل الدالة مستمرة عند 2- »ا ؟ 





(4)2- (كعاك + 1)2 1 
ل : )2( 1 


جع 


(4+3)-2+3(كاح + 2) 


ااا 
16-0 


4 4 


3-7++(51 )+اكى 41-4 
16-0 


44 





'.” الدالة قابلة للاشتقاق عند 2 - « 
.". الدالة مستمرة عند 2 - ا ( اذا كانت الدالة قابلة للاشتقاق عند نقطة فانها مستمرة في 
تلك النقطة ) 


لكن العكس غير صحيح كما في المثال الاتيى : 


الما 


8 + ا :] 


|3-«*|- (*«) 1 
([6 برهن على ان الدالة مستمرة عند 3 - » 
(1© هل الدالة قابلة للاشتقاق عند 3 - 2 ؟ 


الحل : 





5 ح- () - 3-3 ح- (3-«) 10 
3 
1 (0)؟ نا | 

3 


باع 0- 3-3 -(«-3) صن 


موجودة ‏ 0 - (1)5 110أ.' 
3-* 


:. الدالة مستمرة عند 3 -خ 


ابا - (3)؟ 
»على 
»اث 200 0- 2-3<اث + 3 
1-1 - مل - ا .ها 





1 1 ا 1-0لى ا 1-0 





5 د 5 1" 


الدالة غير قابلة للاشتقاق عند 3- 


من المثالين السابقين يمكن استنتاج المبرهنة الاتية والتي سنقبلها بدون برهان . 





ظ 9 0 00 
ظ المشتقة الاولى - ((*)1) - - (*) * حلا 
ظ 0 60 








(1)6-(اك +1 
54-0 


24 


لمنحني الدالة عند أي نقطة (لا,كا) من نقطه . 














فإن 10-0 كك 


١ - 0 أي أن‎ 
١ 60 


حت االحدية | 
5 1 
١‏ 

ا 

١ قش‎ *# 
1 
3 





) حيث ©1١40(‏ ح »ا , م8 ح 


فأن 1-"ك»ام - )1 

















0 ١ 
| 1 
1 ) 
1 


اذا اكانت كل من ؟ , © , ١‏ دوال قابلة للاشتقاق عند ا وكذلك 8 © 


اك ا 7 


) 0 )طم +4 («) م )9 - («)1 


شتقة حاصل ضرب - الدالة الاولى ‏ مشتقة الدالة الثانية + الدالة الثانية “ا مشتقة الدالة الاولى 
دالتين 











(5+'2) (”5<ا -عا3-2) - 6 


(كاة- 2-) (5+ '«2) +(65كا4 1) (5»ا- 2186 -3) - («)1 






المقام ا مشتقة البسط - البسط ا مشتقة المقام 
مشتقة حاصل قسمة دالتين - 







(المقام) . 


<3 +1 


- 10 
5 +2 
التبسيط يترك للطالب 
(2+31()21)-(2-5()2+3«) | 
ب  _‏ لس حت )1 





[(«-1) - لاجد لا . لا عند 2 -» 





»-1) حلا 
(1-) 2(»-3)1 - ا ظ 
ظ 1-2( 3- -لا 
ظ عند 0-2 
ظ 3--3)1-2(2--لا .:. 
ظ (1-) (-1) 6- دز 
ظ («-6)1 حلا 
عندما ‏ 2<« 


-6)1-2(- -6 











ا 


/ : 


.ح ترك حك تمارين (1- 6) 2 مسر 







([20+ 42 + 32( باستخدام التعريف جد (1)؟ 
© * / -(*) 9 جد اوسع مجال الى الدالة ومشتقتها . 














اج النظ س8 -(*)4؟ حيث 1 +- ا جد باستخدام التعريف(1)2 
1 -» 


ظ © ابحث استمرارية وقابلية الاشتقاق لكل من الدوال التالية عند قيم <ا التي أمامها : 
0 اذا كان 2 > * 2+1« / 


- («ة 
اذا كان 2 < « ا 
عند 2 -« 
5 اذا كان 1- < »« 2 
3 
اذا كان 1- > « 2-1- 
عند 1- -« 


([ جد ع ع ,3 


اذا كان 1 < « 03+55 
1 - 0 


اذا كان 1 > « 6+ »*ج 


اذا كانت قابلة للاشتقاق عند 1 -<< 















© ب © : ] 
6١|‏ -<2 | - (*)] 
هل الدالة قابلة للاشتقاق عند 2-3. 





3+5 - لا 


© باستخدام قواعد المشتقة جد المشتقة الاولى لكل مما يأتي ازاء العدد المؤشر امامها :- 


جد لا. لا عند 1 - <. 








8 + »5 + تيرج - 6020© 





2+3الى 21 


2-3 
ابس 0 


١ ©2100 - لنت‎ 


تزه - تم 





عانا ا 1310 


1 قابلة للاشتقاق عندم (00)# - لا 
9 قابلة للاشتقاق عند ا (*«)0 - 0 


0 0 /ا 0 /ا 0 
4 
4 0 وا 60 


اذا كان كل من 5+ 302 -لا و0 3+ <«4-م 




















لا 0 
60 
| الحل . /ا 0 
0 - 0 
0 0 
4 - 
60 
0 0 لا 0 /ا 0 
4 - 
60 0 60 
4( 0 - 
0 24 - 
3+»<4 دو ٠:١:‏ 
(3+«4) 04 - : 
2 +96 - 


حل آخر : نعوض عن قيمة 6 في 382+5- لا 
5+ «4) 3 - ديا جه 








(3()4+:<«6)4 - 7ن .: 


لا 0 
(24)48+3 - ست 


60 
- 00+02 












/ 5 2 8 2-1-2 در‎ ١ 
١ قابلة للاشتقاق عند مه (م4 -لا‎ * 
»- 0)0( 6 قابلة للاشتقاق عند‎ 9 





“ا !0 /ا 0 


























عندما 1 - 0 








١ 
1 
0 


نا 


اذا كان 2+ م3 +2م - لا 


/ا 0 


جد 
60 


الحل : 





1+ *<2 ح- م 


عندما 2 -« 


م0 
(2) (20+3) - ا 
١ - 4 +6‏ 
2+1 دسم ٠:١0‏ ظ 
/ا0 
6+ 1+ *4)2 ح ادا اى 
60 
6+ 4+ عام - 
10+ «جم - 
عند 2-2 
با ظ 
10-6 16 ح سملم ير 
60 


إذا كان (*)4 2 ()9 كلاهما قابلة للإشتقاق عند )7 
5 (900)؟ > («)(وه:) 


وإن : )9 (9000)؟ - 0)(وه؟) 





نعوض قيمة ,لا في الدالة نحصل على إلا ( لان (500 - ع ) النقطة ( ,لا ..,«ا ) نعوض 
ا في المشتقة الاولى نحصل على ميل المماس عند تلك النقطة . 





ظ ميل المماس ‏ 16 - (4-) :(1-)4 - 
: نطبق القاعدة : 


لا لا 

- 838 
0 
1 - لا 

- | 16 
2 -م« 
[ -لا - 32 -*16 


0 - 1 +32 - يا-16 
0 - 31 - لا -168 





1 ١ 
١ 
1 


ات 


جد معادلة المماس والعمود على المماس للمنحني ”(2-1) 


الحل : 


نقظة التماس 


ميل المماس في اي نقطة (2) *(1-«2) 5 - (»)) 
14-«2) 10 - 


ميل المماس في نقطة 
التفلس 





معادلة المماس 0< 9-ي- )1 


ميل العمود ‏ - سه ظ 
0 10 ظ 


ا 1 لا 
1[ - 10 


| ميل العمود -ت 








1[ + << - - 10- ل8إ1)00 جه 
1 -10-/إ10+» 


ظ معادلة العمود ‏ 11-0-« + نإ10 





2و 


جد معادلة المماس لمنحني الدالة ()(©509) -ح لا عند 72-1 اذا كان 


*غ /بة - (»«)6 


9) - +565 


[()9ا ؟ - (*) (ر 9ه50) 


5 _- 
5 *3/ة - لا 


عندما 1< 


نقطة التماس (1,2) ج 2 5+ -لنا 


1 
3 


(5+<3) - (<«) (وه؟) 








1 3 »م ا 2+5 : (0) (وه؟) 


3 
ع 1 
3 > 1 (23) 00 - (1) (و10) 


1 1 
ميل لمماس في نقطة التماس 0 - 
4 


١ 
بلا لا ظ‎ 
]1١ 
ا كو«‎ 
1 لا‎ 2 
4 2-1 
لإل4 - 1-يا ج‎ -8 


معادلة المماس 0- 7+ لإى4-م 





ا | 
1 1" 
/ 


[6-6] | الاشتقاق الضمني 10١10‏ أن أامدما 


حين تكون لا دالة معطاة في ا أي (70 حلا » فيقال ان الدالة صريحة ويسمى < بالمتغير 


المستقل بينما لا بالمتغير التابع . "1 


5 - 2لا +2 معادلة دائرة وهي ليست دالة . 
لكن “كا - 25 - 2لا 
2م - 25 ل بح لا شكل (6-6) 


فلو رسمنا 2< - 25 7 لا لوجدنا انه يمثل نصف الدائرة الاعلى كما في الشكل (6-7): 


5 








5-5 5 5 3/ 


وكذلك 2<ا - 25 ل.- --لا وهي تمثل نصف الدائرة الاسفل الشكل (6-8) : 
ولكل من العلاقتين : 


وا- 7-23 . 25-82 جه كن 





يمثلان دالة مجالها - [5,5-] 
أي أننا عرفنا دالتين ضمن العلاقة 25- 2ل9+ 2< والتي كما اسلفنا لا تمثل دالة يقال لكل من 
2»م - 25 له - لا 2ن - 25 ةل - حيار دالة ضمنية. 


ولإيجاد مشتقة العلاقة :. لتكن ‏ ()1 حلا 

















الحخل : 
/ا 0 لا 
١‏ 7 ح لا2 - 2 
606 606 
لا 0 لا 0 
لس بر + بل-ه 72ح إن يوت | 
601 ظ 
/ا 0 ظ 
(/7+21) حل - 28+11 
60 
1+ *2 لا 0 








1 


1 1 ١ 
ل‎ ! 


»2( 


جد معادلة المماس للدائرة التي معادلتها 25 - 92+ 2 عند النقطة (4 , 3-) 


الحل : 








3 
ظ الت © 
م م | 
٠‏ 6 لإ4 - 9+ جح | 
ظ 0 - 25+ بإ4 -«3 























م ل 15 
اذا كان 10 - 2ب + 2غ اثبت ان : 0 - 1 + / + 
01 ره ظ 
ظ 
١‏ : 
ل 0 
0 - عل 29+ 286 
لا 0 
0 - لا 
60 
0 
0 0 
(0) - : 0ك ل /7«ه+1 
0 0 57 
: 1 2 2 
/ا 0 /ا01 0 0 
(و.ه.م) 0 - 1 + لا + ج 0 - + 1+1 

















492 


جسم يتحرك على خط مستقيم وفقأ القاعدة 3+5 +262 -3] ج - (1)” 
حيث ( )7 الازاحة بالامتار.1 الزمن بالثواني . جد السرعة عندما التعجيل - صفر 
1 


السرعة 4+3 -2)  )3(‏ - ()) م 
3 


التعجيل 4 - 6 2- ()) م 

26- 4-0 

]- 2-0 

2 -غ+] 

السرعة عندما التعجيل - صفر ‏ > 1-- 3+ 8 - 4- (2) م 





ظ لتكن (1)/ا سسمم أثا سرعة جسم يتحرك على خط مستقيم 66+9-<3]2 - (])ا 
© جد السرعة عندما التعجيل - صفر . 


الحل : 
9+(6)2 - 3)2(2 - (6)2 
سم/ثا 9- 12-12+9 - 
التعجيل ‏ 66-6 - (0)4 ([©) 
0 - 66-6 
6م | 
1 -) 
السرعة عندما التعجيل - صفر سم/ثا ‏ 6 - 3-6+9 - (1)“ 


“دزورق+ »2+ 1) - ناه 69 
ا - (*ا)1 


جد : (0) (901) 


3+30-5م د © 
2+1 - م 





لاك 
جد : لللس-مسدم 
٠ 0‏ 





-- 1 


إذا كان 32+38-7 - اق 1 


2+1 - م 





وكان 30 - 2 غندما 1 - 3 2 جد قيمة 3 ' 


||" ع 


اذا كان : 2+4 +362 - © 
80+5 - بي 
لال 
جد: م عندما ‏ [ - 0 
0 


إذا كان 7-2 -2ير4 + تبر © 


ا 


ا 0 


اذا كان 2 -2ويزلا + *إك 5 


لاك 
أنيت ل 1ع 0-9 عند (1:1) 
2 

















© جسم يتحرك على خط مستقيم وفق القاعدة 63 -2442-(6)م 
حيث:( 0)4 الازاحة بالامتار :© الزمن بالثواني 

(آ© جد سرعة الجسم بعد 2 ثا من بدء الحركة . 

([© جد الازاحة عندما التعجيل - صفر. 


([© لتكن (غ+) “ا سم/ ثا تمثل سرعة جسم يتحرك على خط مستقيم وإن 
٠“)](- 13-4>+5‏ 


جد السرعة عندما التعجيل - 8 سم /ثأ 


© جد معادلة المماس لمنحني الدالة 
1 3 +2« آ' - ()1 عندما 1- -ي» 


ا 0 اذا كان ٠:‏ *<ا - ا - («)1؟ 
1 1 +«2/- )9 


جد معادلة المماس للمنحني (<)(506) عند 4 - < 


033 جد معادلتي المماس للمنحني 15-[2-5172/[+2< عند 2- - لآ 


" ١ 
1 
0 ٠١ 
1 ١ 


#بييية 7 ا يي يبي ويه اسبة يبود 2 يذ*” #سد” م اي اي 1777اابرييد” ‏ بسي سين بيت 


١‏ ايييية* #سيد< به 


7 -6] مشتقات الدوال الدائرية 1011015 /3اء١1©‏ ينك 01 /اأأ» نحا 0] 


عرفنا سابقاً ان المشتقة الاولى للدالة * عند 2 : -ك>ا هي : 


- 0 


16-0 


ويمكن استخدام هذا التعريف لبرهان 


() ؟ 


ود #دة 2" ب بيه" 080 


3 5111 - 2 5111/7 1 
»ا ضاك - (كا ذى 51001 0 - 


جع 


ل 51 << 05+ )* 1م 1-5 5113- 


جع 


م اا5 1 
لس 1[ ” 05 ب 
0160م 

4 4 


. [ 


س هو << 511١‏ 

جتا س هوا 05© 

1 ظا س هو << 131 
0210111 تا س هوا 01© 


1 قاس هوا 566 





1 قتا س هوا ©56© 


42 


511310 - ع7 8 11ا5 )ا 605+ )2 3 205 ؟ لازاك 


4ع 


لام 1-065 





16-0 


0 - 
(0-غ26م 


- 0 


16-0 


- 517 > 
16-0 


* 05© + ().* 0ه اح 


- 005 * 












ا 05© - ))21 





>« ملك - - («)) 





)مأه -<ا ومع - (2«)] 


البرهان : 1 


/ 05 
القواعد الاخرى سنطرحها بدون برهان : 


0 





*ا8 لموج - دج يرق امه 





لا 311] لا 566 - لا عع5 


9 0 
+ 6ه (4) . “ك4 هرقا »اك ععه - 2ك ععه 
4 60 











لال 20 ظ 0 
م يخ 601 لا 656 - - با عون 
60 


0 
< منترا4 5*.5 01 كاذ ©5ه- - 52 عون 
1 60 


(1+»ا4+ة<ا/7) صاه - («)] 
جد :100 
(4+»1()14+<722+4) 5مك - («)) 
(1+“7«<2+4) 5م4(6+»14) - 





*]ة ماه - (»)) 


1 


- 51170 








1 


2 


53 ومع دير 


))«*( - 5 «5 . 3 6 


*]ة وم ظ 


3 3/ 2 








«7 53م - («)1 
7 5) - 1 
(7«<.7 صله -) 72 5مه) 3 - («)1 


-- 21 ©0605 2 7 5111 7 

















اك ©56 + 51 30 - 3 005 - 1/80 


“4 30 عاك عهو5 4 + ك5 2عه5 5 - )3 مأو 3- - («)] 








جد معادلة المماس عند 0 - ا للدالة “ا 05© 4 + <ا مأ5 3 - («)] 
افخل : ا 605 4 + <ا مأ5 3 - («)] 
4 - 1 » 4 + 0 - 0 5ه» 4 + 0 مزه 3 - (1)0 

نقطة التماس (0,4) 
* ضمأك 4 - <ا 5هكع 3 - (<«) ] 
0 مأد 4 - 0 5ه» 3 - (0) ) 


ميل المماس 3 - (0) 3 - 
لا لا 
او 


]1[1 > 


ظ 4 - لا 
2-0 





4 - يا - »* 3 
معادلة المماس 0 - 4 + يا - بواج 





5*3 ©©5 ) - عا 
جد (*)1 


50 ©©5) - (*)آ 
(5 .“5 مهأ »5 عه5) 5«(2 عهوه) 3 - («) ) 


51 130 2اذ 563 15 - 


4 


( 3 
نه 


جسم يتحرك على خط مستقيم وفقا القاعدة: ‏ )2 3605 - ())2 حيث( ])0 الازاحة بالامتار 
11 


. ] - ؛ الزمن بالثواني. جد السرعة عندما 0 - ؛ , جد التعجيل عند تب‎ ٠ 


الحل : 


2 (1ه 3- )م 
21 510 6- - 
السرعة عندما 0 - 1 ععو/(ر 0 - 0 515 6- - (0)م 


2 216 2605© 6- - 5) م 
1 605 12- - 
الأ ]|1 ء 
*ط 10 ح- 5 12- - زلل) م 
3 6 





ا 








ع»56/م 6- - 


ده 


ظ اح كج تمارين(6-3) همسر 

| © جد 7 

(2 +»<“4) 5هت "ىن - لا 2 (3ا - 5) مزع - 
3 605 37 لماك - لإ 4 2 566 >7 - 


ل 
ل 
([ + *“<«) تعوه د للا 0 “ك4 02ج / 3 - لإ 
لا 


0١ 
606 





ظ 2 اذا كان /ا3 - اله ح- 5101/2 | جد 


© اثبت صحة 





١ 1 0.‏ 0 
3 0053© © - | ينه ماع للد ل 8ه ونه | 0-0 
60 





2 5*١ 4 5113 00 


60 2 + 05 * (2 + 05 0) 





© جد : “ل 


0 4 
* 514 - اا 5مج - لا 





© جد معادلة المماس للمنحني 2 “هآ + “2 1ه - (6)«2 


0 


ظ #© جسم يتحرك على خط مستقيم وفقاً للقاعدة 1 0605© - ]2 رأ5 - (])م 














حيث ()0 الازاحة بالامتار.ء 1 الزمن بالثواني. 
/ جد كلا من بعد الجسم . سرعته وتعجيله عندما 11/4 -] 
| 0 اذاكان () “سم / ثا تمثل سرعة جسم متحرك على خط مستقيم حيث 
ال ال 
05ح + مأوك - () ٠“‏ 
4 4 
















[7-2] مبرهنة (1) 
[7-2-1] نتيجة 
[-/7] مبرهنة (2) 
|41-/7] مبرهنة (3) 
| [7-5] مبرهنة (4) 
[7-5-1] نتيجة 





[6- 7 ] تعامد المستقيمات والمستويات 


[ 7-7 ] مبرهنة (5) 
[7-7-1] نتيجة 





[7-8-1] نتيجة 


[7-1] العلاقة بين مستويين في الفضاء 


[7-8] مبرهنة (6) ( الاعمدة الثلاثة ) 





م ا ا 0 يه 
1 [7-1] العلاقة دن امستويين ك١‏ وبين في القضاء | 


1#[ المستويان المتوازيان : اذا لم يشتركا بأية نقطة 





7 اب" المستويان المتقاطعان : اذا اشتركا بمستقيم واحد فقط 


هم 


قم - (7) م (<«) 





نلاحظ أنه اذا اشترك المستويان بنقطة فانهما به يشتركان بخط مستقيم يحوي جميع النقاط المشتركة | 
بين المستوين المتقاطعين ويسمى ( مستقيم التقاطع ) ويكون محتوى في كليهما 


3 التساوي : إسمان لشيء واحد. 


(© كل مستقيم يوازي نفسه. 
© كل مستوي يوازي نفسة. 





١ 
أ‎ ١ 
١ ؛‎ ١ 
٠ 
0 


مما تقدم : لستلتج: 
89 اذا توازى مستقيمان فالمستوي المار باحدهما ونقطة من الاخر فانه يحويهما 












| © المستوي الذي يقطع احد مستقيمين متوازيين يقطع الآخر. 
4 م ادكه 


عحجطكي». 


م© // قم 
58م يقطع (16) في حا 
0 يقطع () في © .. | 





8 سس 0 0 


ظ 
اذا توازى مستويان فالمستقيم المحتوى في احدهما يوازي الاخر 






(9) // () 
00ح قم 
(90)// ظلكل .. 





عم // عم 
2 //م8 


3 25> مم - 1 جر | 
7)// («) , 180 - 3 >> ورج 2 >> مم 








م ]3 مبرهنة 1ن لول 1 





سصحهمهم همه 
27 المطلوب _ اثياته : 00 // لم 


البرهان 
ظ (معطى) ٠‏ 8م - 2 06 
١‏ 30 م - 2) ماوع 


وليه ليقن 


(مستقيم التقاطع يحوي جميع النقاط المشتركة / (2 > قم , )ا ظم : 
تبنم 
بين المستويين المتقاطعين) ( © (ان , زلا) - نا 





ظ يليم | السيي4م . 5 
| في (2) اذا لم يكن (01) // 88 فسوف يقطعه في نقطه مثل ]ا 
جه 
ل 4 عه *1) اع جح ) > ظاعع ١:‏ 
(مستقيم التقاطع يحوي جميع النقاط المشتركه 0 #0) 
بين المستويين المتقاطعين) ع + 8 ء ممع 


(لاشتراكهما في نقطة آ) (0*) م () ع ط : 
وهذا خلاف الفرض حيث (ل) // (0) 
ادن 885 لايقطع (ا) 


حتببسين». 
(يتوازى المستقيمان اذا وقعا في مستو واحد وغير متقاطعين) 60 // 88 .' 


و . هل .م 


1 1 
7-2-1 نتيجة (1): | 


المستقيم الذي يقطع احد مستويين متوازيين يقطع الاخر ايضا 


المعطيات: (/7) // (0) ,. 88 يقطع (*) في 8 
المطلوب اثباته: 88 يقطع (/7) 





البرهان: لتكن (/) ح ع 
همهم جه 


1 000 ليم لهم 


هه 
ادن 85ث يقطع (لا) في الا 
5 اق م اننع ظ 


1 7] مبرهنة رهنة (2) لعرمفط1 


حي صر لسر تر تجار 






اذا توازى مستقيمان فالمستوي ا حا الاخر 


8 م ملعن ستل هه 


0 حك هه 
اش 0 (6) ح 0ك , م0 // قم 


00// هم 
















/ 
/ 
3 
ل 
/ ! 


له |1- مولددبه 


(معطى) لان) // كلم '.: 

سمه 

تتكثة” 

وهذا خلاف الفرض لان( *) © 6© 


حول :جه 
اليرهان: اذا كان 88 لايوازي ( 7) فيقطعه بنقطة مثل 2 


لهجو 


00 // قم .:. 


و . هف .م 





| 17-41 مبرهة (3) 00000 





لهج 
اليرهان: لتحكن »ا م 
بالمستقيم !ا ونقطة 8 نعين (0) 
[يتعين مستو وحيد بمستقيم ونقطة لا تنتمي اليه ] 
حطل هه 
ان لم يكن () © ا فسوف يقطعه في م 
٠ 7‏ 
١‏ السسترى اذى ينظ كد لني لوي لطع تر ) ظ 
حول هه حل هي». 
في (١‏ ) ان لم يكن >1 // ! .فيقطعه في نقطة مثل //آ 
ينتج وجود مستقيمين مرسومين من الا يوازيان ؟! وهذا خلاف الفرض (عبارة التوازي ) 
همه 8 الك “لد 
اذن عا لابق ظُ 
دن لايقطع 
ظ عا /م ا " 








١ 
١ 
0 
1 سيج م يح سي سا سس م س0‎ 


(7-5] م : للع02 16 لا 0 


مستقيم نط مستويين 52 0 مستقيم محتوى في احدهما ويوازي الآخر 


1 


ل ه». 


كم - (لا) م 6) 
00 // 60 , م مه 


تدهم عوطت هه 
را // تضم 





ل حتبين لهم 
في () لو كان 0© يقطع 88 لننتج ان 0© يقطع (7) 

(مستقيم التقاطع يحوي جميع النقاط المشتركة بين المستويين المتقاطعين) 
وهذا خلاف الفرض حيث 





[7-5-11] نتيجة (1) . 


اذا وازى مستقيم مستوياً معلوما فالمستقيم المرسوم من أية نقطة من نقاط المستوي موازيا 





) للمستقيم المعلوم يكون محتوى في المستوي 





00 // 8م , 0 ع 





8م // 00 | 
ب اذياته 
() > م6 
البر هان: 
ان لم يكن (6) - 18© فيكون قاطعاً له في نقطة © 


عوليهيصم. 
. () يقطع 88 ( المستوي الذي يقطع احد مستقيمين متوازيين يقطع الاخر) 
وهذا خلاف الفرض حيث () // 8م 


3 حو » + 
. اذن 60 لايقطع (7) بل محتوى فيه 














يوازي كلا من المستقيمين المتوازيين 























60 ررقم ) 2 2 ,00 2 قم عع - ل م 


تع س-*دعم ١١‏ سيط ته 
م©, قم /راعع 


معطى) 60 // 8م 
8 م6 


ل ه#». 


(اذا توازى مستقيمان فالمستوي الذي يحوي احدهما يوازي الآخر) (68//)9.:. 


: د سيم هي 
( مبرهنه (4)مستقيم تقاطع مستويين يوازي كل اع // ظظ.:. 
مستقيم محتوى في احدهما ويوازي الاخر) 
سجمه ‏ اجيم 
( المستقيمان الموازيان لمستقيم ثالث متوازيان) اع // لان 
و ع شه . م 











اح ورك جم تمارين (7-1) دف _+إجط تس 


1 / اي من العبارات الآتية خاطئة واي منها صائبة وبين السبب : 
5 0 0 0 * 
أ - اذا كان (857//)6 فيوجد مستقيم وحيد يوازي 85 ومحتوى في (0). 
ب - يوجد مستو وحيد مواز لمستو معلوم . 
ج - المستقيمان الموازيان لمستو واحد متوازيان . 
د - اذا وازى ضلعان من مثلث مستوياً معلوماً كان ضلعه الثالث موازياً للمستوي المعلوم . 
ه_ اذا كان (6) . () مستويين غير متوازيين فانهما يتقاطعان بنقطة واحدة . 
حله»م. 
و -اذاكانت (16) ح 85 , كك فان ( 8 , 8 ) - () 0 ظلم. 






| ز - كل مستقيم يمكن ان يمر به عدد غير منته من المستويات . 
ح - عدد المستويات المختلفة المارة بثلاث نقاط مختلفة ليست على استقامة واحدة هو (3) مستويات . 






5 ط - يوجد مستو وحيد يحوي مستقيمين متخالفين . 


هجوم حولبيوهيو. 
أ - اذاكان (8) - (8) 16 () © كا ظ 
. « هه سطنلد»ه 
فان 616 ا1-(8) | حيث () م 
ب - يتقاطع المستويان المختلفان في مستو . 
ج - اذا كان تقاطع المستقيم !ا والمستوي() يساوي 2 فان 186) // ا ظ 
حيلب». حلب به 
د - اذا كان المستقيم (07) // ا فان (8) - (2000! حيث( )2 
. ميت ولبهي 
ه - اذا كان المستقيم (0) - ع فان (06) © حا - 0 
أو - يكون المستويان متوازيين اذا اشتركا في نقطة واحدة على الاقل . 
ز - المستقيم المحتوى في احد مستويين متوازيين يقطع المستوي الاخر . 
ح - يكون المستقيم محتوى في المستوي عندما يشترك معه بنقطة واحدة على الاقل. | 
( 
ط - اذا توازى مستقيمان ومر بكل منهما مستو وتقاطع المستويان فان مستقيم تقاطعهما يقطع كلا 
المستقيمين . 
ي - اذا قطع مستو كلا من مستويين متوازيين فان خطي تقاطعه معهما يكونان متخالفين . 


| 2/ صحح ما تراه خطأ في العبارات الاتية : 





1 14 
05 أل 
يي يي وذ يآ ا آذ ا م ا أ زب ري 


[7-6] تعامد المستقيمات والمستويات: 


المستقيم العمودي على مستو يكون عمودياً على جميع المستقيمات المرسومة من أثره ضمن 
ذلك المستوي 





عل ه»ه جب ل )هه لعي 4 لسري ةم اددهم | 
(06) 1ط .,( © ... , 08 , 00 , 06 , 08 رمه 2 | 
1 مطنعع>. ‏ سط >> سن )>> ست )هه ست #>هم | علد »م 
فيكون : ... , © , 902 , 06 , 08 , 08 | ا 





حتسهع سه 

(86) - (ا8 , 80 

عط هه سنو ته ليله 

50 , 50 | كام 

5 حتتبببهيو. 
فيكون: (6) | لم 


بف 








ظ 
| » نقطة أما( ؟) © »ء او( ) © »© 





تبه 


سه 
.. يوجد مستقيم وحيد مثل ا يمر من نقطة © بحيث(07) 1 ا 






ل 


اذا كان قاطعاً ل” وغير عمودي عليه. 








) - 00 م قم 


8 غير عمودي (*) 
28 مائل على (*) 





















ملاحظة : 
يكون كف غير عمودي على 00 وحن عافلا علرء أ موازيا ل 









8 هو بعد النقطة 8 عن (") 
| وهو أقصر مد مسافة بين النقطة كو 8 





اذا كان تت (90) ل كم , () ل كه , (7) // () 


.. 88 يمثل البعد بين (<) . (7) 








المستقيم العمودي على أحد مستويين متوازيين يكون عمودياً على الآخر 





إذا كان (6) ١‏ ظلم 





: 04 
ا 4 
15 لك 


17-71 مبرهة 3 مم 


: ١ 
مجر‎ 





ظ : 1 1 5 »هم 

| (المستوي الذي يقطع أحد مستقيمين متوازيين يقطع الآخر) (0) - (0) 60/2 

ْ . . عله ع .»هم 
في (7) نرسم 2 81 , 8 


ثم نرسم 
«ت هه سل هه 
(عيرة هوره) جل ا 
2 «ته#هم. > سول هه 
ع8 // نام 
(اذا وازى ضلعا زاوية ضلعي زاوية أخرى 5 > مر - عظم > مر ١‏ 
تساوى قياسهما وتوازى مستواهما) الا > مر - عاطم > وم 
حولبي». 
(معطى ) (7) 1 8م 
ستسههم سن جه حولبهضشو. 
(العمود على مستوي يكون عموديا على جميع +8 ,82 ر قم .:. 


المستقيمات المرسومة من أثره ضمن ذلك المستوي ) 
- 666 > مر - عظم > ور : 
65 - [اطان > مر ح عأاظم > لم 


ته 
(المستقيم العمودي على مسقيمين متقاطعين من نقطة تقاطهما (00) ل © .:. 










10لا ا ل 112877 


ا( 


ل 7ت ] نتيجة: | 
2ج" 
/ المستقيمان العموديان على مستو واحد متوازيان ‏ - 











المعطبات: (0) 1 00 , قم 
اتاج موجه 
ب اثباته: 0 // قم 








| البرهان: ان لم يكن 88// 0© , 

1 ظ حطله#». حنلبسصضم. 
/ 2 | من 00) 02 نرسم 8م // 0 
٠‏ (يمكن رسم مستقيم وحيد موازلاخر من نقطة لا تنتمي اليه) 


جهدهة 0 
(معطى) 00 | 8م20 
عي فى عه 
(المستوي العمودي على احد مستقيمين متوازيين يكون ا علا .'. 
عمودياً على الاخر) 


(معلى) (00) 1 68 :. 


1 


أصبح من نقطة 0 وجود مستقيمين عموديين على (7) وهذا غير ممكن 


جيه ايده 
106 - ط0] ٠‏ 

7 تك 0 | ا تك ”29 0 
0 // 8م .:. 





ا 


ييه ببييبيي< << بي -بهيي”” يه - - جد بي بيد يننا يي" #يييين" ب ييذ<< سعة | 


: [- 7] مبرهنة (6) ,م1860 (ز 


7 - كن م 
يي" 


ظ ميرهنة الاعمدة الثلاثة: اذ ري كن قط فى ميد ستليا الخد هنا ود ع و0 
والآخر عمودي على مستقيم معلوم في المستوي فالمستقيم الواصل بين اية نقطة من نقط 

المستقيم العمودي على المستوي ونقطة تلاقي المستقيمين يكون عمودياً على المستقيم المعلوم؛ 
في المستوي. 








جه ليقي همه سه لهي 5 
المعطيات : 0 ل 88 , 00 ل قم , ل ء مع , ومع ه | 
ظ ْ س٠س٠ة>ه ‏ ا عسصعقد همه 
المطلوب اثباته:_ لا | غلذة ج ظامءع إل 17 
١‏ جحهُه حسيهمه 
ظ هم 

معطى (") ح 60 .:. 
دا توازى مستقيمان فالمستوي الدي يحوي احدهما 0( 6 8 ج 
ونقطة من الاخر يحتويها) 
س4 هتمه 
(معطى) 0© 1 ع8 ٠.١‏ 
1 »همومه 
(في المستوي الواحد المستقيم العمود على احد مستقيمين غ5 را غ8 ج 
متوازيين يكون عمودياأ على الآخر) 
سصيهمه 
(معطى) (16) ١‏ ظلكمْ : 
١ 0‏ جهمهم جيه 
( المستقيم العمودي على مستو يكون عموديا على جميع 8 | لق . 
المستقيمات المرسومة من أثره ضمن ذلك المستوي) 
تقاطعهما يكون عمودياً على مستويهما) 
(المستوي العمودي على احد مستقيمين متوازيين يكون زعأظلط) ٠‏ نان .:. 
عمودياً على الآخر) 
595 9 2 حقكتببهم. ح«طل)#ه». 


5 ِ 0 5 عله 51 5 هجع-». 
وهذا شان كل مستقيم يصل ايه نقطه من نقاط 88 بالنقطه 1 يكون عموديا على (ان) 


ددم 


3 و 
١‏ 
1 


اذا رسم من نقطة لا تنتمي الى مستو معلوم مستقيمان احدهما عمودي على المستوي والاخر عمودي 


على مستقيم معلوم في المستوي. فالمستقيم الواصل بين أثري العمودين يكون عمودياً على المستقيم 
المعلوم ذ في المستوي 


د ا و نجسي بيو #سحة ِيببود” 


احيا مبرهنة (6) الاعمدة الثلاثة ' 


سكم ووبعسبيروي صوروريكم روح :أبن صر 2 لي 2ك وروي 7ه بسو كم ١‏ 


0 
- 


. | المعطيات: 





هه لسجدهم جه جه 
0 ل كه , 0 ١‏ 8ه , 00 © 0ح , () جم 
7 تتكتلت .| لك تت 2 
| لمطلوب لس ا 


عليه 


(يمكن رسم مستقيم عمود وحيد على مستقيم معلوم من نقطة لا تنتمي اليه) 





همه 
(معطى) (8) 1 ١:88‏ 
(مبرهنة الاعمدة الثلاثة) بان | لكأم 
(معطى) نا) | عللم 
سجههم ‏ ا يهم 
ح لخ 


حعجه» ‏ «عطل>»ه 
لا8 دا ع8 د 
0© دع8 .: 


1 
اح رك أمثلة محلولة 22 هس 


(آ مثلث 860 قائم الزاوية في 8 , 8 نقطة ليست في مستوي هذا المثلث بحيث , 0© - 6م 
0 - 85لثم برهن أن 86 عمودي على مستوي المثلث (80.م 


ظ المعطيات: 
المثلث 8660 قائم الزاوية في 8 





0 دعم , م8 د قم , (مع8) يام 
أمطلوب اثياته: ( 8860) ٠‏ 86 


أ البرهان: المثلثان 886 , 866 | 

ظ (معطى ) 80 - 85م 

ظ 0 - عم 
مشترك ©8 


. يتطابق المثلثان (لتساوي ثلاث اضلاع) 
من التطابق يتنتج 
060 - ©ظظالم > ور - راظ0 > وم 





معطى (909 - 868 > 0) 0 ر 86 ١:‏ 
باليرهان (907 - قم > م) كم ١‏ 50 
(المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة ((اظق) ١‏ 50 .:. 


تقاطعهما يكون عمودياً على مستويها ) 


© 8ه قطر في دائرة من نقطة مثل © على الدائرة رسم 50© 1 مستوي الدائرة برهن ان ©.م 


عمودي على المستوي (860) 


0 





المعطيات: 88 قطر دائرة » © نقطة على الدائرة » 012 عمود على مستوي الدائرة 


| المطلوب اثباته: (860) 1 مم 








22668 ,قطر دائرة مركزها © (معطى) 
(الزاوية المحيطية المرسومة في نصف قطر دائرة قائمة) ‏ 9059 - 868 > 0و .: 
8 عم 
(معطى) اي ان (868©6) 1 6© 
(المستقيم العمودي على مستو يكون عمودياً على جميع 60 رمعم 
المستقيمات المرسومة من أثره ضمن ذلك المستوي) 
(المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة (مع8) داعم ظ 


و . هط . م 







١ 
١ / 
1 ؛‎ / 
٠ 
0-7 


© مثلث 886 قائم الزاوية في 8 , (8586©0) 1 88 , النقطة 0 منتصف 65 النقطة لا منتصف 
8ه برهن على ان 19 1 88م ع 


| المعطيات : 8560 مثلث قائم الزاوية في 5 , ( 8580) ل غث . 0 منتصف 05 , لا منتصف 


المطلوب اثباته : ملا ل قم 1 
| البرهان : لتكن الا منتصف 6م 
8 منتصك 68 ١‏ 
ألا منتصف 8م (معطى) 
ظ ( قطعة المستقيم الواصل بين منتصفي ضلعي مثلث عم// ما 
توازي الضلع الثالث) 86 // لال 
(معطى) (©88) 1 عم ٠:‏ 
(عقم) ل طالا .-. 


(المستوي العمودي على احد مستقيمين متوازيين يكون عمودياً على الاخر) 
زاوية قائمة (معطى) 28" 


(اذا كان قياس الزاوية بين مستقيمين متقاطعين 909 5850 | ظظلم حج 
فان المستقيمين متعامدين) 

(المستقيم العمودي على احد مستقيمين متوازيين 8م لالخ ١‏ 
يكون عمودي على الاخر) زناظق8) ع غلا .:. 


(88)0) 6 ظلكم , ظكم ١‏ للالاًا , ()88) ١‏ ماللا جه 
(مبرهنة الاعمدة الثلاثة) دالا 1 ظلكم .:. 


و . شها.م 


/ 


15 


:“ترك م عرين (7-2) جه سر 


1/ 886 مثلث قائم الزاوية في 8 , 4©10- 88 , 360 - 86 
رسم (88©6) 1 60© بحيث 12610 - 60© جد طول 68. 


2/ برهن على ان المستقيمين العموديين على مستويين متقاطعين لايتوازيان. 


3/في ل عظظلظ ,300- وعم ,(586) ل ه856 ار ووى- ورم ١‏ مرو10- قرم 
فأذا كان 811 عمودي على 80 جد قياس 5110 

















الفصل الثامن © 
8 1م13 


مبدأ العد والتباديل والتوافيق 011111361011 © 3110 5112104311011 ,110أ17ن01 © 





٠‏ -8] مبداأً العد 
8-1-11]رمز المضروب . 
]8-21١ |‏ التباديل . 
-8-2] قوانين التباديل . 
|3110 -8] التوافيق . 
٠ |‏ 8-3-11] قوانين التوافيق . 
٠‏ [8-4] عدد طرق سحب عينة عناصرها(») من مجموعة عدد عناصرها (2) . 
ظ - 89] نسبة الأحتمال . 
| 8-5-11] قوانين الاحتمالات . 











ا !101 ." 

التباديل 0ك 
5ب" 
1 و 


: (0)68 -_ 
1 آله 35 للب ا اا مم 2ه 
امطدعد هد 


















8 ع1م2ط0 
سيو 7 - 0 0 141 | اال 00 تت ] 
[8-1] مبدأ العد ع0طاعالاا ومتانياه0 ١.‏ 
اذا أمكن إجراء عملية باحدى الطرق المختلفة عددها (17) وكان لدينا في الوقت نفسه عملية 
أخرى يمكن إجراؤها بطرق عددها (7) فان عدد الطرق التي يمكن بها أجراء العمليتين معآ 


يساوي: 0لا 


©9 


يوجد لدى صاحب مخزن ثلاثة انواع من الدراجات الهوائية ومن كل نوع يوجد أربعة احجام ومن 






]كل حجم يوجد ست دراجات فما عدد الدراجات؟ 


الحل: 


عدد الدراجات ‏ -ت 6< 4 » 3 





ؤ 2 - دراجة 
كم عدد رمزه مكون من ثلاث مراتب يمكن تكوينه من مجموعة الارقام : 
(9 , 8 ,2.5.7 . 1) 
التكرار مسموح 
© التكرار غير مسموح 
| الحل: 
([إ التكرار مسموح 








عدد اختيارات الرقم الاول - 6 
عدد اختيارات الرقم الثاني - 6 
عدد اختيارات الرقم الثالث - 6 
عدد الاعداد - 6 ا 6 ا 6 - 216 





عدد اختيارات الرقم الاول - 6 
عدد اختيارات الرقم الثاني - 5 
عدد اختيارات الرقم الثالث - 4 
عدد الاعداد - 6 ا 5 ا 4 - 120 





1 04 
اليا 


كم عدد رمزه مكون من رقمين وأصغر من (40) يمكن تكوينه باستخدام الارقام : 
(5 , 4 , 3 , 2 . 1) 


#© تكرار الرقم مسموح في العدد نفسه 





© تكرار الرقم غير مسموح في العدد نفسه 
الحل : 





(1© عدد اختيارات رقم العشرات - 3 
عدد اختيارات رقم الاحاد - 5 
عدد الاعداد - 3 ا 5 - 15 





5 عدد اختيارات رقم العشرات - 3 
عدد اختيارات رقم الاحاد - 4 
٠‏ عدد الاعداد - 4 < 3 - 12 
كم عدد رمزه مكون ثلاثة مراتب واكبر من 500 يمكن تكوينه من الارقام 
(6.7. 4,5 2,3 . 1 





تكرار الرقم مسموح 
ظ 7 تكرار الرقم غير مسموح 


الكل .: 





([[©) عدد اختيارات رقم المئنات - 3 
عدد اختيارات رقم العشرات - 7 
عدد اختيارات رقم الاحاد - 7 
عدد الاعداد - 773 - 147 








5 عدد اختيارات رقم المئات - 3 
عدد اختيارات رقم العشرات - 6 
عدد اختيارات رقم الاحاد - 5 
عدد الاعداد - 563 - 90 


8-1-11] رمز المضروب | 


يظهر في احيان كثيرة في الرياضيات ضرب الاعداد الصحيحة الموجبة من العدد () حتى (1) 


ويرمز له 2]- !2 ويقرأ مضروب ! 








00 )0+1((+ 


اذا كان 30 - جد قيمة (1) 
+( (0-1) 
الحل : 
0 - !((0-1م)س (1 + صم) 0 - !((0+1م) 
!((0-1) |( (0-1 
0 - « (1 + م) 
0 - 30 حدم + 2م 


0 - (6 + ص)ر(ة5 - م) 
يهمل لان م يجب ان تكون عدد صحيح موجب ومعدكاو ىي 5-5 








4 0 
؟ 5 


0) 000 


اذا كان 5040 - !0 فما قيمة (2)؟ 


الحل : 
20010 0 - !ىا 
20010 [ “2 »5 » 4ك » 5 » 6 »* 7 ح ام 
220 |7 -!م 
540 7 - م .: 
210 
42 
7 
1 





ظ [2- -8] التباديل باديل (4100هاناممهم) ١‏ 9 


مسعر ده (0) من الاشياء في ترتيب معين بانه تبديل لهذه الاشياء (بشرط ان تأخذ جميع | 

| هذه الاشياء) وتقرأ تبديل (0) مأخوذ منه () ويرمز للتباديل 
(*.5) ماو "م ْ 
د سي 6 4 حي ا ا 
. [8-2-1] قوانين التباديل ١.‏ 


(1[ +ع -م).... (2 حم ()1 -مم)مد ورم مد-دمه© 

















أنه 
د عد 
8 

1 


1 ١ 
ا‎ 
36 ن الثالث)‎ 
ع‎ 3: 
5 

8-3(١ 

8 
م 









" وممكن حل 
امعد 
لمثال 
القانون الاول كما 
يلي : - 
6 ع 
> 7*6 
8 2 
كيم 


4 ) 
- 4 
1 - 
0 
َ 4 


1 
ويمكن توضيح ذلك . القانون الثالث 
سسب 3 

2 اط 

ظ 0 





1-0 
1 باذبى للد 
للحروة د 

فن | ع؛ 

ج المأخوذة 

مرة 


6 
د رع 
رم 














51 


ما عدد طرق توزيع (4) اشخاص على (4) وظائف شاغرة بحيث كل شخص له فرصة عمل 


متساوية مع الآخرين ؟ 


الحل : 


بكم طريقة يمكن لمجموعة من سبعة اشخاص في حفل ان يرتبوا انفسهم بحيث يجلسون في 
صف مستقيم به سبعة مقاعد ؟ 


عدد الطرق 24 -4*3“2“1 -4 م 


عدد الطرق 5040 - 5«*4«*3*2*1 “76 - !7 - 7م 


قيمة (0) اذا كان 90 - "رم 


الحل : 
0 - "رم 
0 - (0-1م) م 
0 - 90 حدم - تم 


0 - (9 + م)(10 - م) 
يهمل ‏ 9- -85 , 10 م ج 





[8-3] التوافيق 600هماطامره» ١‏ 


[8-3] التوافيق 011111261011 ) 


إذ 
هو كل مجموعة يمكن تكوينها من مجموعة من الاشياء مأخوذة كلها أو بعضها بصرف النظر 
عن ترتيبها ويرمز لها 


بيب د س«دبي:ح-<«.سِييه” 3 - > هو 


[8-3-1] قوانين التوافيق 
11 3 8] قوانين التوافيق 


يسوي سار سر صب يسريج سيج 





حسب القانون الاول 00 - - تن © 





كم لجنة ثلاثية يمكن تكوينها من (6) أشخاص ؟ 
الحل: 








81-1 
اذا كان عدد أسئلة أمتحان مادة الرياضيات هو (8) أسئلة المطلوب حل(5) أسئلة فقط. بكم 


طريقة يمكن الأجابة ؟ 
الحل: 


8*7 4 


نن للم لت 8 2 
20 1 »432 »5 9 


١ ْ‏ ظ 
١‏ 
نا 


بكم طريقة يمكن اختبار لجنة من ثلاثة رجال وسيدتين من بين (7) رجال و (5) سيدات ؟ 


الحل: 


يمكن اختيار ثلاثة رجال من بين سبعة رجال بطرق عددها 0.7 ويمكن اختيار السيدتين من بين 


خمسة سيدات بطرق عددها 0,5 أذن اختيار اللجنة بطرق عددها 
: © | #4اوى ‏ 76*25 


نسمأ حا ع عصحصتتحت ات أ 7 
1 1 
3 


0 


2 


كيس فيه (10) كرات حمراء و (6) كرات بيضاء سحبت منه (4) كرات معاأ. ما عدد الطرق 
]التي تكون فيها الكرات المسحوبة من نفس اللون ؟ 





١ 








ظ الحل: 653 1 7 0« 1*9 مح ورم ظ 
ظ 0 !0 1 “432 4*1 4 4 
: و عدد الطرق 225 - 15 + 210 - 
ظ )0 انبت أن : 
0 0 70 
رت -(”) 
الحل: حسب القانون الثالث 
0 0 0 
(”)- (”) 
0 0 070 
ليما )١4(‏ 





02 


جد قيمة (0) اذا كان 55 - ",© 


الحل: 


0 -(1-م)م 

0 - 110 -م -ثم 

0 > (10 + م) (11 -م) 
يهمل 10- -5 , 11 -م ج 


١ 


١ 
0 ظ‎ 





0_6 - 7 محصدمر 0 و3 7-3 تر يدعكىم --- جه 1 هكم "اله 
حم 9 _ّ -- د - يحم م 7 وحم كم َ كم سم 1 35 ار لم 


|| [8-4] عدد طرق سحب عينةعددعناصرها (») من مجموعةعدد عناصرها (0م). 





- _ 3 اعد ص 7-2 -- ع - 5 ا 


عند السحب يجب مراعاة الآتي : 
1. السحب بالارجاع يعني ان كل عينة تسحب تعاد الى المجموعة الاصلية قبل الشروع بسحب 
عينة اخرى. 
2. السحب بدون أرجاع: يعني ان العينة التي تسحب لا تعاد مره اخرى الى المجموعة 
الأصلية. 







والمخطط الآتي يوضح عملية السحب :- 
عدد طرق سحب لعينة (7) من مجتمع حجمه (17) 
بالارجاع بدون ارجاع 
وجود الترتيب بدون ترتيب وجود الترتيب بدون ترتيب 


هل عدد الطرق - 2021025255 عدد الطرق - 1" ن) عدد الطرق - "20)01582> عدد الطرق > "ن) 













. بكم طريقة يمكن سحب (3) كرات من وعاء به (7) كرا 
مع الارجاع ومراعاة الترتيب 

( مع الارجاع وعدم الترتيب 

© دون أرجاع ومراعاة الترتيب 

© دون أرجاع وعدم مراعاة الترتيب 

الحل: 











© عدد الطرق 
43 - 777 - ذم دام 





0 عدد الطرة 

ظ © عدد الطرق 0ظ5 

ظ - 9 حم 773-11 حم ب [نسجم 

ظ 4 3”2“1 2 6 2و 

ظ - عدد الطرق 

ظ 40 - 7«6«»5 - م 
([© عد الطرق 2005 


اجرج كن 













.لك م تمارين (8-1) حم سر 


(!1© في معرض للسيارات توجد (5) أنواع من السيارات ومن كل نوع (3) نماذج ومن كل نموذج 
توجد (14) سيارات.فما عدد السياراك فى المغرض ؟ 





(1© كم عدد زوجي يمكن تكوينه من أربع مراتب مأخوذة من الارقام. ( 5,1,6,2,7,4,8 ) 
[[إ التعرار مسموح به في العدد نفسه . 
(© التكرار غير مسموح به في العدد نفسه . 
| صندوق يحتوي على عشرة مصابيح (4) منها عاطلة سحبت ثلاثة مصابيح جد عدد طرق سحب 
ظ © أثنان صالحة وواحد عاطل . | 
(© على الاقل مصباح صالح. ظ 
| [41اذا كان عدد أسئلة أمتحان مادة ما هو (8) أسئلة وكان المطلوب حل خمسة أسئلة منها فقط 
بشرط أن تكون ثلاثة منها من الاسئلة الاربعة الاولى. فبكم طريقة يمكن الاجابة؟ 
| ما عدد الطرق لاختيار فريق لكرة الطائرة من (6) لاعبين من بين (11) لاعب. [الاختيار دون 
أرجاع وعدم مراعاة الترتيب] 
كم طريقة يمكن أختيار لجنة مؤلفة من خمسة أشخاص على شرط ان تحتوي على (3) طلاب و 
(2) طالبة من بين (7) طلاب و (6) طالبات 
([ أستبعاد أحد الطلاب من اللجنة 
([© احدى الطالبات لا يحق لها المشاركة في اللجنة. 
جد قيمة (2) اذا كان 
(",) - ,20 © 10-لن" 9© 72 -",م © 
([كم عدد رمزه مكون من ثلاثة مراتب واصغر من 600 يمكن تكوينه من الارقام 
(9 ,6,2,7 ., 3 , 5) 





١ 











([4 يسمح بتكرار الرقم في العدد نفسه. ( 
((© لا يسمح بتكرار الرقم في العدد نفسه. 





اذا كان( 9 , 8 , 7 , 6 , 5 , 4 , 3 ,2 , 41 - « فكم عدد رمزه مكون من (5) أرقام 
مختلفة يمكن تكوينه من عناصر «؟ 


رين بيبا ب ابم اي بيجا مس ب 


لاحتمال ا الأطهطممه . 


مع صو صصح اك سير اك ور كار ات ا 


نبذة تأريخية :- 


في منتصف القرن السابع عشر ومن خلال الابحاث التي قام بها كل من باسكال (7035681 ) 
وفيرمات (56/034 ) عند دراستهم لأرقام معينة في عالم المراهنة نشأت ((نظرية الاحتمالات )) 
واصبحت الأن تكتسب لاا ب م ب الجوية ١‏ العلوم الهندسية . التأمين 
٠‏ الطب الحيوي حيث نظرية الوراثة تعتبر افضل تطبيق لنظرية الاحتمالات في هذا المجال والتي جاءت 
عن طريق ( العالم مندل ) . 





ظ بعض المفاهيم الاساسية : | 
| 1 - التجربة (12<70611361714) : هو القيام بفعل معين ثم ملاحظة جميع ما ينتج عن هذا الفعل . ظ 
ظ 2 - التجربة العشوائية (0©1!117©131غاعا 13100017) : وهي التجربة التي تحقق الشرطين التالين:- : 
أ. يمكن لنا ان نصف جميع نواتج التجربة قبل وقوعها 
ب. لا يمكن تحديد اي من النواتج » يمكن ان يتحقق فعلاً في حالة حدوث التجربة 
(منن [» 


رمي حجر النرد (©016) مرة واحدة وملاحظة الوجه الظاهري » نعلم مسبقاً ان الوجه الظاهري في 





تحديد النتيجة بعينها لذا سميت هذه التجربة بالتجربة العشوائية 


فضاء العينة 26©©5م5 52111016 ' 


فضاء العينة في تجربة عشوائية هو جميع النتائج الممكنة لهذه التجربة ويرمز له 5 
يرمز الى عدد عناصر الفضاء بالرمز ( 5 ) 0 


ففي المثال الاول السابق 
فضاء العينة (41,2.,3.4,5.:6 -ه 
عدد عناصر الفضاء 6 -(5) , 














هو مجموعة جزئية من فضاء العينة , 8 حدث من فضاء العينة 5 <> 5 -/م 


الاحداث الشاملة 


لتكن 8 , 8 , © أحداث من فضاء العينة 5 يقال لهذه الاحداث شاملة اذا حققت الشروط التالية: 
([ اتحاد الاحداث - 5 فضاء العينة 
تقاطعها مثنى مثنى ( كل اثنين منهما) - 2 
([© كل مجموعة منها ليست خالية 


ا جك 
ليكن (41,2,3,4.5.6- 5 ناخذ بعض الاحداث من 
(8-4)4.1 حدث مركب (21علاع [0017001010)) 
لان عدد عناصره اكبر من ( 1 ) 

(43-,8 حدث بسيط (أمعناع عامدوأج ) 








لان عدد عناصره -1 

(6)-,8 بسيط 

(1,2,3.4.5-,8 مركب 

.8 - عدد يقبل القسمة على 2,5 في نفس الوقت > 2 -,./ 

.8 - حدث مستحيل (أمعلاع 6اطأءو5هم ص 1) 

(5,2)-,8 0 مركب 

(6,5,3.2-,8 0 مركب 

(1,3,4,2:5:6)-.8 حدث مؤكد ()0علاعا عإنا5) لان 5 - ,م 
نلاحظ 8,8 احداث شاملة من 5 
















67 5 م معناه 4 حدث من 5 
© © تسمى بالحدث المستحيل (الحدث الذي لا يمكن وقوعه ) 
([© 5 فضاء العينة - الحدث المؤكد (( يقع دائماً )) 
(1© 5-8 -86 يسمى الحدث المكمل للحدث 8 ( او عدم وقوع الحدث 8 ) 
أاع باع أرع داعام للازهي) - عم 
8ه دا 8 يعني حدث وقوع الحدث 8 أو 8 اي حدث وقوع احد الحدثين على الاقل . 
© 828 يعني حدث وقوع الحدث 8 و 8 اي حدث وقوع الحدثين معا 
| © 8 -ه يعني حدث وقوع الحدث 8 يستلزم وقوع الحدث 8 
8 م - قاحم جه ق8. 5 حدثئيين متنافيين 5ادمع/ا] ع/اأىلااءعغاع باجنالا 
| © الحدث الذي يتكون من عنصر واحد يسمى حدث بسيط. 
| © الحدث الذي يتكون من عنصرين او اكثر يسمى حدث مركب. 


اذا كانت تجربة مركبة من تجربتين متتاليتين وكان فضاء العينة الاولى ,5 والثانية ,5 فان 
ل فضاء العينة للتجربة المركبة - 5ر5 (حاصل ضرب ديكارتي ) 
0 (5)ه-(ره)ه * (,05)5 (( مبدأ العد)) 


)م 


0 








الثلاث الاتية : 
الحل: 
([3,4,5:6 - 588 حجر النرد الاول 
(4)1,1 - ,5 حيث الصورة - ١!‏ (11630) . الكتابة - 7 (1811) 
(11,2,3,4,5:6؛ - ,5 حجر النرد الثاني 
فأن ,5 * ,58“ 5 - 5 (يمثل فضاء العينة للتجربة المركبة) 
.”. عدد عناصر فضاء العينة للتجربة المركبة ( ,2)5“ (ر212)5ا (2)57 - (0)5] 
02 - 2*6 »6 - (58)م” ثلاثي مرتب 


التجربة : القاء حجر نرد ثم قطعة نقود ثم حجر نرد مرة اخرى التجربة هنا مركبة من التجارب 

















“لكزك, نج عرين (6-2) جل صر 


([6رمينا حجرين من احجار النرد جد 

#عدد عناصر فضاء العينة (0)5, 

( اكتب فضاء العينة 5 . 

© اكتب الحدث الذي قيمة مجموع العددين على وجهي الحجرين اكبر او يساوي 9 . 
([ اكتب الحدث الذي قيمة مجموع العددين على وجهي الحجرين يقبل القسمة على 6 بدون باق. 
© اكتب الحدث الذي قيمة العدد الذي على وجه احد الاحجار ضعف العدد الذي على وجه الحجر 






























الاخر . 
© من رمي حجر نرد مرة واحدة اكتب الاحداث الاتية ثم بين اي الحدثين منهما متنافيين 
([[الحدث ظهور عدد اولي 
© الحدث ظهور عدد زوجي 
© الحدث ظهور عدد فردي 
' | © رميت ثلاث قطع نقود مرة واحدة 
< صف فضاء العينة 
© جد الحدث وجه واحد على الاقل صورة )1١1(‏ 
© ظهور على الاكثر كتابة (5) 







5 








( ليكن 8 حدث من 5 حيث 5 فضاء ذي احتمالات متساوية فضاء منتظم 522665 11]0111الا 


1 [8-5]: نسية الاحتمال تمال 193010 ' ص6 اأطوطممم ناا 
سر سر عه سر سر ل سر مس ع -مبي22 لخر م 2 
الاحتمال - هآر 
نسبة احتمال حدوث الحدث 8 - عدد عناصرث / عدد عناصر الفضاء 


ل الف كام 


[1- 8-5] قوانين الاحتمالات : 
ليكن كل من 8,8 حدثين من 5 

1 >( 6م > 60 حيث 
0 - رهام اذا كا اك حدناً مسكحيا | ظ 
1 - (ث)25 اذا كان 8 حدثأ مؤكدا 















اي ان نسبة احتمال اي حدث تنتمي للفترة المغلقة [ 0.1] 5 
( 2)58 ا رهط - (2)808 حدثان مستقلان ( احتمال حدوث اي منهما لا يشترط حدوث 
الاخر ) 

|( رز ق8ممم د ز8 )م زممم ‏ درق ن م/م 

ظ اذا كان 22 - 85 05 لظ يكون : 

) 58 + (8)م ِّ 8رام)م 

)1 -(عم/م+ (م)م 


ليه اكيم - تك دقام 





/ 











اقراص مرقمة من 10 الى 21 سحب منها قرص واحد جد نسبة احتمال ان هذا القرص يحمل 
عدد زوجيا او عدد يقبل القسمة على (3) بدون باق. 
الحل : 





(21 ,111.12.13.14.15:16:1718.19,20 ) - 5 
ويمكن عدها ‏ 12 - 10+1- 21 - (0)5 

ليكن 8 حدث يحمل عدداً زوجياً > 6- (لكثمام 

2 - (6)5/ (ذام - رقام 






ليكن 8 حدث للعدد يقبل القسمة على 3 بدون باق. 
(2118,21 -8 | 


2- (ه6) م رهم - رهام | 
ح - زقمة)ه ج ( 12,18 ) - ظلمم 
رظممام _ 5+ )م - 5 نا ام 


- 6/12 +4/12- 2/12 - 8/12 - 3 





6-1 
' شركة افرادها هم 60 رجلاً و 20 امرأة , من الرجال 35 رجل متزوج ومن النسوة 12 متزوجة 
من هذه الشركة اختبر شخص واحد عشوائياً جد احتمال ان يكون : 
([6 هذا الشخص رجل 
© هذا الشخص امرأة غير متزوجة 
الحل : 
| (81© ليكن 6الحدث ((الشخص رجل )) 
0 - 20 + 60 - رام | 
4 - 80 / 60 - ره)م 
© ليكن 8 الحدث (( الشخص امرأة غير متزوجة )) 
0 - 80/ 8 - رظ)م 


لهك 











١١ 
5 
م‎ 


القينا حجري نرد متمايزين مرة واحدة جد احتمال ان يكون مجموع العددين على الوجهين 
الظاهرين يساوي 10 او مجموع العددين على الوجهين الظاهرين 9 
الحل : 
6 - 6 ”6 - (0)5ا 
ليكن 8 - الحدث : مجموع العددين على الوجهين الظاهرين - 10 
3 - رثام + ( (6,4) , (4.6) . (5.5)) - 
6 3 - (2)5/ (ه)م - رهام 
ليكن 8 - الحدث : مجموع العددين على الوجهين الظاهرين - 9 
4 - (8) مج ( (6,3) , (3.6) , (5.4) , (4.5)) - 
2 - 8 مظء 36 / 4 - (ه)م 
(8)م+ زملم - ز8 ن مام 
6 / 7 - 36 /4 + 3/36 - 
جك ظ 
رمينا حجري متمايزين من احجار النرد مرة واحدة ما احتمال ان يكون العدد علي وجه احد 
الحجرين هو ضعف العدد على الوجه الاخر أو العددين على الوجهين الظاهرين مجموعهما - 6 
الحل : 
لتكن 8 - الحدث: العدد على الوجه الظاهري لأحد الحجرين ضعف العدد على الوجه الاخر 
١ )6,3( , )2.4( . )4.2( , )1.2( . )2:1((‏ (3.6)) - 
6 - رزها)م 
6 6 - (0)58 / (هام - زم/ام 
ليكن 8 - الحدث : مجموع العددين على الوجهين - 6 
١ )1.5( ١ )5.1((‏ (4.2) , (2.4) ,. (3.3)) - 8 
6 5 - (2)5 / (ظاص- رق)"ا 
((2 , 4) , (ك , 2)) - 85 ممم 
6 - (85 م مام 
رظ قلط - رطاط+ زملمم - ر8 رمام 


6 5 ” 9 1 











66) 


ليكن احتمال نجاح طالب في امتحان الرياضيات هو 90 99 وليكن احتمال نجاح طالب اخر في 
الرياضيات هو 70 99 جد نسبة احتمال نجاحهما معأ في أمتحان الرياضيات . 
الحل : 
ليكن (8) نسبة احتمال نجاح طالب الاول في الرياضيات 
0 - (ما/ط.: 
ليكن(5)انسبة احتمال نجاح طالب اخر في الرياضيات 
0 ح- (8)طص.: 
من الواضح ان 85 , 8 حدثين مستقلين ( لان نجاح احدهما لا يتأئر بنجاح الاخر ) 
(8)م ا زمنم - (8 م مام 
3 - 0.70 >< 0.90 - 





-_- 


60, 7 


صندوق يحتوي 8 اقراص بيضاء . 4 اقراص حمراء . 3 اقراص خضراء سحبنا (3) اقراص 








عر اش د سي الل الراس امسحوية من نفس اللون 
الحل: ظ 
واحت ا 0 
وكام 
5رع) (3 © + 4 © + 5 )- م 
61 - 
3 55 
ظ ظ 
ظ ظ ظ 
0-7 9 5 | 
يراد تكوين لجنه من 5 اشخاص من بين 8# طلاب و 6 طالبات ظ 
ؤ (1© جد نسبة احتمال اللجنة جميعها من الطلاب 
© جد نسبة احتمال اللجنة جميعها من الطالبات 
الكل ': 
14 ن) - ز5) 0" 


([[©) نفرض نسبة احتمال اللجنة جميعها طلاب -( .5)8 
6 - 54/14«13*121110 »76 »8 - 4اره/ 8 - زمام 


© نفرض نسبة احتمال اللجنة جميعها طالبات در 8)م 
- - 10 “65432/14131211 - 14 ,6 / 0 ب 5م 







ظ ين (8-3) 
(1© صندوق يحتوي ثلاث كرات بيضاء مرقمة بالارقام من 1 . 2 ١‏ 3 وكرتين سوداويتين مرقمتين 
1 . 2 إذا علمت أن الكرات متمائلة بالحجم سحبت كرة واحدة جد احتمال 
أ. الكرة سوداء. [6 الكرة بيضاء. <ح © الكرة بيضاء وتحمل رقم فردي 
© رميت حجرين متمايزين من أحجار النرد: 
([[ ماهو أحتمال العددين الظاهرين مجموعهما 6 
(© ماهو أحتمال الحصول على مجموع 7 او مجموع 11 
(1© صندوقان يحتوي كل منهما على 6 كرات بيضاء و 4 حمراءء جد نسبة احتمال سحب 3 كرات 
بيضاء من الصندوق الاول» وسحب كرتين بيضاويتين وكرة حمراء من الصندوق الثاني. 
60 لدينا 5 بطاقات مرقمة من 1 الى 5 سحبت بطاقة واحدة جد نسبة احتمال البطاقة لا تحمل 























رقم 3. 
(1© كيس يحتوي على 20 كرة متجانسة في جميع عناصرها مرقمة من1 ... 20 سحبت كرة ١‏ 
واحدة. جد: 










]أ احتمال العدد الذي تحمله الكرة عدداً اصغر من 9. ا 
((© احتمال العدد الذي تحمله الكرة عدداً اكبر من 5. ظ 
© صندوق يحتوي على 21 قرص مرقم من 1 ... 21 سحب قرصان جد نسبة احتمال: 





ا( القرصان زوجيان. 
([© الاول زوجي والآخر فردي. 
© لدينا 50 بطاقة مرقمة من 1 ... 50 جد احتمال العدد على البطاقة المسحوبة: 





(© يقبل القسمة على 5. 

© يقبل القسمة على 7. 

© يقبل القسمة على 5 أو 7 

© يراد اختيار لجنة طلابية تتكون من ثلاث اشخاص بين 12 طالب و 4 طالبات. ما احتمال كل 

ان تكون اللجنة جميعها طلاب. 

([© ان يكون في اللجنة طالب واحد فقط. 

© رميت حجري نرد متمايزان مرة واحدة ما احتمال ان يكون مجموع العددين الظاهرين 9 أو 
يساوي 11 





















(© الفصل الناسيع. ©) 
9 “م1301 


يي “تيبي << “يبري “بريد -ك#بيييدة: -- 


٠ |‏ المصفوة فات ععء اناالا . 
- 9] تعريف المصفوفة . 

- 9 ] تعريف . 

. ] تعريف [ تساوي مصفوقتين‎ ] 9-٠ 

4- 9 ] بعض المصفوفات الشهيرة . 

- 9]جمع المصفوفات وضربها بعدد حقيقي . 

-5- 9 ] تعريف [ ضرب مصفوفة في عدد حقيقي ] . 

. نظير المصفوفة بالنسبة لعملية الجمع‎ ] 9 -6[ ٠ 

- 9] النظير الضربي للمصفوفة . 

٠ تعريف محدد المصفوفة‎ ]9 - ٠ 

٠ |‏ [9- 9] تعريف . 
٠‏ [0- 9 ] حل معادلات الدرجة الأولى في مجهولين باستخدام المصفوفات . 
- 9] محددات الرتبة الثانية باستخدامها في حل معادلات المجهولين . 


للد لخططات: 












































7 ١ ١ 


المصفوفات-2 5ع13]:10/ا 


الفصل التاسع ‏ 
المحددات 1111113215اع]0©1] 







,أو 3 : المصفوفات 5م3112 آلا 


1 حك اب سرك سس 7 <”تبو 2 ل :بل 0ه ااا لااالال00 / 
4# 

ا ا 

مص سكين جورت لل لحك لي ري 07 اا ا ١‏ 


فم 


مقدمة : 
التعريف العام للمصفوفة : المصفوفات جمع كلمة مصفوفة وهي مفهوم رياضي يؤدي دورأ 

| هاماً في معظم فروع المعرفة . وقد لوحظت المصفوفات لأول مرة واستعملت من قبل العالم كيلي 

| (1895 - 1821) وتستعمل المصفوفات في الوقت الحاضر من قبل المختصين في علم الاقتصاد 

وعلم الاجتماع وعلم النفس . هذا فضلاً عن الدور الكبير الذي تلعبه في الرياضيات وخاصة فيما | 

يسمى بالجبر الخطي ولها تطبيقات اخرى لاغنى عنها في الفيزياء والكيمياء وسائرالعلوم التطبيقية . 

ظ لنفرض أن اربعة طلاب 2 ,© ,8 8 كانت درجاتهم في إختبار مادة الرياضيات هي على 

الترتيب60: 73.: 82: 94 وفي الفيزياء 87 ؛ 84:68 :+ 75 على الترتيب . 

فيمكن تنظيم هذه المعلومات في جدول مستطيل يتكون من صفين وأربعة أعمدة كالاتي : 








إن الصف الاول في هذا المستطيل يعبر عن درجات الطلاب في الرياضيات والصف الثاني 
يعبر عن درجات الطلاب في الفيزياء كما أن العمود الاول يعبر عن درجات الطالب2 في المادتين 


معأ والعمود الثاني يعبر عن درجات الطالب في المادتين معأ وهكذا الطالبين 
ويمكن كتابة الجدول السابق على الصورة : 


00 73 82 94 00 73 82 4و 
7 68 84 75 و 7 68 84 75 
شكل (2- 9 ) شكل (1- 9) 


وسدختار فى هذا الكتاب الشكل )1( 











1 / 


.. مثل هدا الجدول (الترتيب) اي الشكل رقم (10-1) يسمى مصفوفة (3111آلا). 


نأخذ المثال التالي : جدول الضرب: 
6 5 3 3 2 
2لا 10 م 6 4 
6 
8 


18 15 12 9 
4ض 20 16 12 


إن هذا الجدول له اربعة صفوف وستة اعمدة وكل عنصر (عدد) في هذا الجدول يتحدد 
(يتعين ) موقعه بالصف والعمود . فمثلاً (15) يقع في الصف الثالث والعمود الخامس ٠‏ بينما (16) 
يقع في الصف الرابع والعمود الرابع . 


تعريف: (11 - 9 ): 







المصفوفة عبارة عن تنظيم عددي مؤلف من 121 عنصرا (121©136134) مرتبة في جدول 
مستطيل مكون من 1١‏ صفاأ .» 2 عموداً ؛ *ل1 ع 1 ,1] 














انقول عن المصفوفة انها من النوع 105 وتقرأ 10 في « اذا كانت تحتوي صفوفاً 


(5/ا1901) عددها 8 وأعمدة 01|10111115© عددها 7 كما نقول أحياناً واختصاراً إنها 





مصفوفة 1 , *لم > وروم ظ 
سنرمز للمصفوفة بحرف مثل : ل © ,8 ,للم 
خشية الالتباس بين المصفوفة وعناصرها كما يجب الانتباه أن عناصر أي مصفوفة في هذا 

الكتاب تنتمي الى حقل الاعداد الحقيقية 1 . 














0 
١ 


4 


إن كلا من التنظيمات العددية الاتية هي عبارة عن مصفوفات : 





لاحظ المصفوفة 8 هي عبارة عن ستة عناصر مرتبة في صفين وثلاثة اعمدة» ان عناصر 
الصف الاول هي 3, 2». 1 وعناصر الصف الثاني هي 7, 0, 1- وعناصر العمود الثالث 
| هي 7, 3 . 
وحسب تعريف (1- 10) نقول أن 8 مصفوفة من النوع 3 ا 2 حيث 2 - 70 , 
| 0-3 وإن 5 مصفوفة من النوع 2 ا 3 حيث 50-3 ,. 0-2 
أوان © مصفوفة من النوع 2 ا 2 حيث 11-2 ,) 0-2 
اما عا مصفوفة من النوع 4 2< 3 
وبصفة عامة اذا كانت 8 مصفوفة من النوع 121 فاننا نكتب 8 على الصورة : 


جز 
| 
أ نع ' 
بسح | 
/ 7 
- 
1 
د 





/ 
/ 


إن :3 يمثل عنصرأ إختيارياً (عاماً) في 8 حيث يرمز 1 الى ترتيب الصف الذي يقع فيه العنصر بينما 
يرمز [ الى ترتيب العمود الذي يقع فيه هذا العنصر وبذلك بتعيين العنصر ,3 





بما ان المصفوفة من النوع 23 فان : 








2 1 - 1 بينما ١‏ 2,3 .1 - [ وبالتالي فان 2 له ست قيم هي : 


بف 


.3 (يمثل العنصر في الصف الاول والعمود الاول ) - 1 
.3 ( يمثل العنصر في الصف الاول والعمود الثاني) - 1- 





وبالمتال 3-2 4- 0ه , 3,1 و 3-5 




















١ <‏ 0 
أ َأ 


يد بسحي نت 6 كك م 
١‏ فيو . . : 

/ تساوي مصفوفقدين : ١‏ 
2 ع صر صو حر او 


تعريف (3ه- 0 
تقول أن المصفوفدين لك :8 متساويكان بوتكتب. 8-كثمْر !13 تكحقةع الشرطان الاثيان معا : 


1. 8 ,8 من نوع واحد اي ان عدد صفوف 8 يساوي عدد صفوف 5 وعدد اعمدة 8 يساوي 


عدد اعمدة 8 . 


2. 8 - © لجميع قيم [و 1 الممكنة حيث زو 1 عددان طبيعيان موجبان 


- لثم اذا علمت ان 





الحل : 
من تعريف تساوي مصفوفتين نجد ان : 
44-- 23 ,)-رية 9 3- 


5 1 .د 6- هج . [1-- 3 ,3-2 


21 
/ مجك جب سي يي الت جرت 225 لس هيراس ال 01ئ252252ئ2ئ 2 يي ري 0011252515220 1 


اليا يي ا ل 


سر" 2052-2 بكي 9 سر * اصي-- 


([!6 المصفوفة المستطيلة 1/1361 :6613001013 : هي مصفوفة من نوع 101 حيث 1 غد 1 
وعندما 13-1 تسمى (مصفوفة الصف 136112 لاه ) من النوع <١‏ 1 
وعندما 1 -8 تسمى (مصفوفة العمود *311[1آلا! 01012 ) من النوع 1 ” ا 

((© المصفوفة المربعة (*13611! ©5010131) : وهي مصفوفة من النوع 0 0 اي ان عدد 
صفوفها - عدد اعمدتها. 

© المصفوفة القطرية (1/13411 0139001131) : وهي مصفوفة مربعة جميع غناصرها أصفار 
ما عدا العناصر الواقعة على القطرالاساس فيكون احدها على الاقل مغايراً للصفر . 

© مصفوفة الوحدة (1/131411 115اللا) : وهي مصفوفة قطرية يكون فيها كل من العناصر الواقعة 
على القطرالاساس مساويا الواحد . 





00 


1 0 


المصفوفة الصفرية (1/13111 2©1!0) : وهي مصفوفة 171 وجميع عناصرها اصفار 
وسنرمز لها بالرمز(0) 


1-1 


أ. المصفوفة 








١ 5‏ 3 
د. المصفوفة أ 0 2 6 | مصفوفة مربعة 3*3 قطرها الاساس 6, 2, 3 
6 3 1 


ه. المصفوفة +00  -1‏ 0 مصفوفة قطرية 373 عناصر قطرها 2, 1- , 1 

















4 / 
' ١ ١ 
١ 
0 ١ 
3 7 
7 


هي مصفوفة صفرية لاحظ أن كل واحدة تختلف عن الاخرى فمثلا : 


0 | لان الاولى من النوع 21 بينما الثانية من النوع 172 
0 


اي 7 محك جح لرر رئت ‏ لت ‏ لةثب252يي00 ]ف عند حفة .ل( 


[[51- .9 ] جمع المصقوفات وضربها في عدد حقيقي:. 

تعريف ا(لو 2 0 

اذاكانت | به ]2 -هم ,|6 |- 8 مصفوفتين كل منها 0 60 
فان مجموعهما هو المصفوفة 

[ :© | 0 حيث ,ط+ ,- ,© 





' أان هذا التعريف يعني أننا نستطيع جمع أي مصفوفتين 8 ,8 إذا وفقط إذا كانتا من النوع 8 0 


نفسه وحينئد يمكننا ان نكتب مجموعها بالصورة : 
رط+ رة|- 8 + له أي اننا نحصل على مصفوفة جديدة من النوع نفسه كل عنصر فيها يمثل 
| مجموع العنصرين المتناظرين بالوضع في 8 ,م 


دجو 











اذا كانت 4 3 2 3 2 1 
م / -م 
7 3 5 6- 3 
فأوجد  :‏ 8+ثم ب اثبع ب 8جم 
7 1 3 4 3 2 3 2- 1 
1 5 - 8+م 
8 3- 0 7 3 5- 1[ | 6- 5 
7 1 3 3 2 1 4 3 2 
0 5 - م+بع 
8 3- 0 1 6- | 5 7 3 5- 





2 - 4 
10 -2 


لاحظ ان 28 تمثل ضرب كل من عنصر في 8 بالعدد (2) . 


تعريف : (#5"- 9 ) 
اذا كانت [.3] -48 مصفوفة 10*08 وكانت 18 © ! فان حاصل ضرب المصفوفة 


, 8 بالعدد الحقيقي 2 >| هو المصفوفة] 8 - © حيث .142 - .» لجميع قيم زا الممكنة 


' اي ان :| 8 | حهها 








4 2 1 -م 2 خفجد المصفوفة 86.>ا عندما تكون : 





1- 0 
1 
2-9 مول ل, © --» 
2 
ظ 
الحل : 
© 1ه ع 1م 5ه 
4 4] - 4 2 2 -ثم2 - مما 
2 0 1 0 
1 3 - 
ا 1 3 
1 1 
5 : 1 د | 4 2 5 - مم 1 - لم.ءا 
لات ى 1- 0 
2 











(1<) -ه([1-)- ممم 

























أخواص جمع المصقوفات : | 
| بابد تيا 5 
اذا كانت 11 مجموعة المصفوفات من النوع 7 70 فان النظام (+ , !1) حيث (+) عملية 
|| جسخ المصفوقات , تمد يتمتع بالخواص الاتية : 
. |( العملية (+) ثنائية على 4! : لانه لواح 8,.م 9 ِ 





فان 8 5 + م 





ف ف ف فخ << << ل ل << << << 2 << ل ل 6 ا 6 6 ا ا << << << ل ل ل ا لظ هد اه هه هه نه نه نه نه نه نه نه نه نه تنه تنه نه هه تن ته هه هه هه # # © # © #ه فض ف ف فذظ فش فك ذش ن ن فن هس ا ته 


يوجد في 1! عنصر محايد هو المصفوفة الصفرية (0) لانه 





بر ما 
فان : 8 - 0 + م - م + 0 


لم ح هم(1-)-م 











1 









1 
' : 
< 0 


0 يد ابيب برييي يريو بيب مد ” مي ا ا 


حداف ضري عند كردي بمصدرل بمصفوفة : 


اذا كانت 8 , 8 مصفوفتين من النوع "! * 10 وكان 8 عا ,»ا فان : 








8. >1 +ك . > - ر8 + ى) كا 6 

له . 1 +ث .> - ك . (ا+) ((© 

ه (1.» ) - زه . ).616 

0و-ه ع0 0-كا ب 0-دم.ي عاجه©» 
8 -ه ج 0 + كاحيث 8 . »ا -م . كع عا © 


م -ه . 601 





اذا كانت إغ 2 0 , 85 ا م 
حيث !آ! مجموعة المصفوفات من النوع 0 123 فجد ) التي هي حل المعادلة 








ظ م - 8 اين 
| الحل : 
باضافة المصفوفة 8 - الى الطرفين : 
( 8-)جمدر8-) + 8 دن 
خاصية التجميع في المصفوفات 8- 8 - (8-8) + © 
خاصية العنصرين المتناظرين ‏ 8 م -0 +0 جه 
خاصية العنصر المحايد . 85-م - 0 جه 
ملاحظة : 


إن 8- هي النظير الجمعي للمصفوفة 85 وهو نظير وحيد والعنصر المحايد () وحيد 


وبالتالي يكون 8-8 - © حلا وحيداً للمعادلة . 








0 6 1 
3 


فجد حل المعادلة 8 - 8 + © وتحقق من صحة الناتج . 
| انحل ؛ 


1] 1] |60 1- 1 2 م 1 
5 10 ]|2 هه ]| ا |إأة 5 ] ]اد | 


التحقيق : نحقق قيمة ) في المعادلة : 



























اح و حر ل و جح سر 


| © جد قيم ط.,ة ,لا, « اذاكان : 
5 








وح لات 
2 1 
5 0 


» . © 0-“ .2© 1-- . 9© 2م 





- 8م فجد المصفوفة 1.68 عندما تكون : 





اذا كانت | 1 5] حم ' |5 0/ -8 3 0 | -© فعبر عن كل مما يأتي 
ظ فوفة 


كمصفو 
([6© رعجق دم ف 0 + 8 ع م2 





7 باستعمال المصفوفات ) , 5 , 8 الواردة في التمرين (4) حل كلا من المعادلات المصفوفية 


الاتيك : 


ال 


3 0 0 + 8 - ك8 + م 


© هدر ع-< ) 2 -(©6 -2)58 
1 
2 











© 28+<اخ -رعاجمم) 














5 041 
١‏ 
1 | 
١‏ 1 
وم لكوي <ان سا ا ا ا ا اس ا 


/ ضرب المصفوفات سقو فات 1/1311665 04 مم لأوء ام انالا : 


ست 


سنوضح ضرب المصفوفات من خلال الامثلة الآتية: 


ع سي ارج سس سيو سر سسبو اسح وى سور اخ ««مومس ]20 


اذا كانت ٠:‏ 


فان حاصل ضرب 85 830 يعرف كما يلي : 


0د 3 8 + 5 - 10-)ة +4 5+2 > 1]- 






[' | 1 | | 3 دم©| 
فان 8 7 8 يعرف كما يلي 0 4 ظ 


1- 5 ظ 
1 تزه مده رسعد مه مرمكعد] - إن )»«[ة اإتعيدم 


فان 6 -< للم يعرف كما يلي: 


1 «> )-1(+ )-1(<> 0+3 ط١‎ 1 2 
م‎ > 8 - - 
2 7> )-1(+0 8١ 0+ 1 ٠١ 1 -1 








فان 58 << 8 يعرف كما يلي: 


2 ا‎ 1+ 0 <5 + 1)-1(  23+01+10 
| 1<<1+)-1(<<5+3 )-1( 13+)-1(<1+0 





| )أ. أعمدة لم - صفوف 8 


. اذا كانت 8 من النوع 1021 ٠‏ وكانت 8 من النوع 1 ا فان حاصل الضرب /.٠<8‏ 


تكون مصفوفة من النوع 1ا] 


ج. اذا كانت 8,8 مصفوفتين مربعتين 10717 فان كلا من 85 , 858 مصفوفة مربعة 10 717 





وبصفة خاصة اذا كانت 8-8 فسنكتب 88 بالصورة ماي ان مم - ثم 


اذاكانت| 3 0 1 3- 2 
0م 1 2 | 0|455 


فجد ان امكن : 
©م ا 8 


89 ام 





© تم 





52 ©( 


الحل : بماان عدد اعمدة 8- عدد صفوف 85 فان 8725 يمكن ايجادها : 


2 
- 8 زم 
12 5 14 0 1 2 0 4 0 








4 ١ 
ٍ 


لا يمكن ايجاد 8 2 ث8 لان اعمدة 8 + صفوف م/ 
1- #8- 3 - 2 3- 


5 |*|4 5 13 0 








([6 لا يمكن ايجادها لان اعمدة 8 + صفوف 8 


0 
5 











ْ فائبت ان عملية ضرب المصفوفة غير ابدالية . 
ظ 7م ظ الحل : 
25 1 2 0 2 5 3 
ظ >< - قي كر لكر 
[ 20 12 2 5 3 4 0 
ظ 10 5 3 0 
3 4 - لثم عر 8 
ظ 35 4 0 
من الواضح ان 8 ©( 8 ع 5 824 لم 
20©» 
اذا كانت 
0 1 -1 ور 5 8 
1 0 7 و 
فائبت ان 172428 - 1 »4280 وماذا تستنتج من ذلك ؟ 
الحل : 
م - 12 3 _ 0 1 59 22 3 
3 3 0 و 3 


كذلك 8 - لم 2< 1 








1 0 


نستنتج اا - 1 
> تست إن 1 0 


مصفوفة محايدة بالنسبة لعملية ضرب المصفوفة المربعة من النوع 272 








3-9 3 > (1-) +ر2-) ىح 1+0 <١‏ 1 * 

13 3 > 3 +ر2ش-)(2-) + 1 2<« 0 |-| لا 

0 3 > 0 +(2-)يم 1 + 1 مر 2 2 
0) -2 , 3 - لا 0 2- -يم« 





اذا علمت ان 8 مصفوفة من النوع 3 . 8 مصفوفة من النوع 2 ذفجد نوع كل من 
المصفوفات الاتية : 


5زم © ما 5 © م١‏ رمق عا م) © 8 ؟ا زم ءا م) 





م مصفوفة 23 ٠.‏ بع مصفوفة 32 > | 85 ا م مصفوفة 22 
8 مصفوفة 312 ٠‏ مم مصفوفة 23 > | م ا 8 مصفوفة 3723 
(58زم) مصفوفة 272 .بع بم مصفوفة 273 >م ا زم 8) مصفوفة 23 
(48< 5) مصفوفة 313 ٠.‏ 85 مصفوفة 312 >5 2 (م زا 8) مصفوفة 32 [ 








1 
- لثم فائبت ان 0 - 1 2+ 38 - 2م 


: 1 
.٠‏ الطرف الاول - -2 +مة- تم 








0 
الطر ف الثانف) - 95 95 
لعرية لحني 0 0 2 60 6 0 4 0 


- 


ا ترك مب مرين د و جب صر 

ل اذا كانت 2 ٠:‏ / ' ِ ب 5 1 ّ 
ا - 60 8 - ثم 
0 0 1 0م 1 


فحد 

2680م 0©9ع22<ام 0ع »اع 4م »ا 5 ©0م2«اء 
© 5 ا © © © < ر(5 عام) © (© ١‏ 5) عام 

اذا كانت ©, 8 ,6 كما في التمرين السابق وكانت 1 مصفوفة الوحدة فاثبت ان : 
([زم > 8< دم »ا م © 1- تت -دم ©[ -دم 
© > 8) »ام دن كا ز8 عا م ) 

اذا كانت 8 مصفوفة 2 ا 3 و8 مصفوفة 3 ا 3 و© مصفوفة 3 > 4 

و0 مصفوفة 2 << 3 . فبين نوع كل من المصفوفات الآتية : 


80 »اهم هماهم ©م2“ام 8©9 »اه 0م <ا ع 
(©)(5 < ّ) »ا مه ([©ه2<ا رمعا ه) 2 > رم “اا م) 

















1 71 
١‏ ب 
ا ض / 


اجر عملية الضرب فيما يأتي ٠‏ أن امكن واذكر السبب في حالة تعذر اجراء عملية الضرب: 
3 


ءظ 9 














2 1 1[ 0 1[ 0 
اذا كانت م 8 دع 
© 53 1 0 1- 0 1 


بين صحة أو خطأ كل من العبارات الاتية مع ذكر السبب : 


07 »ا مء+ه8 عام - (8+60) ءام 
208 < © دم < 8 دم ع زمجى ) 
26م + 8 عام - رزم+8) »ا م 

60 > عدم »ا 8 در( +8) »ا م 

©( © > 5) »ام - © ءا ر5 »اام ) 








1 
١ 


© اذا كانت 


فاتبت ان : 
31-000 -م2- نم 


© 1-0+ 8- دم 


© م < 8 ع 8 »ا م 


اذا كانت 





ري يي ب ا مي ب ب ع ب يي يي يي مج يس 
[7- 9] النظير الضربى للمصفوفة  :‏ <36:[1الا 2 01 5عمع/ارا 
و ب “7 تر ,تمي 


سنتناول هنا دراسة النظير الضربي للمصفوفة المربعة من النوع 2 ا 2 فقط. 





تعريف :(7- 9 ) 
اللظير الشرييى للبسفيفة لم جم النوع 22 إن وجدت مصفوفة 8 من التوع بلقي 'وعيدة 
يكون : 8-1 (١‏ 8-8 كرا م 

حيث 1 المصفوفة المحايدة بالنسبة لعملية الضرب (أي مصفوفة الوحدة من النوع 22) 


سنرمز للنظير الضربي للمصفوفة 8 بالرمز 87 (اي ان 87 - 5 ) 






















محدد المصفوفة ‏ <131117/! 01 0©1671111221] ©1171 





اذا كانت | ط 





0 6 
م 2 
فان المقدار ©.8 - 0. 3 يسمى محدد المصفوفة 8 ويرمز بالرمز 0 او بالرمزن / 
6 
ظ وتقرأ دلتا أي أن : 
م 3 
©.5 3.0 - - لكر 
0 6 






تجدر الاشارة الى انه المقدار ©.2 - 3.0 هو عبارة عن حاصل ضرب العنصرين الواقعين 
على القطر الاساس في المصفوفة 8 مطروحا منه حاصل ضرب العنصرين الواقعين على القطر 





ظ الآخر . كما أن الخطين ١1‏ |لايرمزان للقيم المطلقة . ا 
١‏ اذا علمت ان 0 2 0 2 
ٍ 5-1 و5506 
3 
فاوجد 





([[#محددم 72 محدد 


و لي عن 


ماذا تستنتج من الفرعين ج . د . 





الكل : 

0 2 
4 محدد ه: | 6-(6) <ا 0- 3 « 2 -|ي 7 

. لك _ لت ا بي كف 5 

55 محدد 28 اي - 1 ا 0- سحن بم سهو- -| 0 00ج 
لل 1 

1 
0 1 م لك 2 
8 م - - ١‏ 2 
1 0 ا 1 3 6- 








١ ١ 


هم م > 8 - 











: تنتج من الفرعين ج , د أن كلا من 8 , 8 نظير ضربي للأخرى أي أن : 
حسب تعريف (10-7) 8 - 807 , 8 - لم 


تعريف (9- 9) : 


3 


- لم فان النظير الضربي للمصفوفة 8 يكون موجودآً 


م ( معروفا ) عندما تكون محددلا تساوي صفراً أي (0 +-6/2/) 








ظ ظ هد 0 
ظ به" ار - 0 1 0 
ظ هم م 


ملاحظة : 


5 23 
اذا كانت / ْ - لثم وللحصول على 8 ( ان كان موجودا ) فيجب 
0 


) *اتباع الخطوات الاتية لايجاده ويكون امراً سهلا : 
قبل كل شيء نجد قيمة 8“ ( محدد 8) فاذا كانت 5-0 فان 8 ليس لها نظير ضربي واذا 
كانت 0 + 8 فان للمصفوفة 8 نظيرا ضربياً يتعين كالاتي : 
أ. تبادل بين وضعي العنصرين الواقعين على القطر الاساس للمصفوفة 2 . 
ب. نغير كل من اشارتي العنصرين الواقعين على القطر الاخر للمصفوفة 8. 
ج. نضرب المصفوفة الناتجة بعد اجراء عمليتي أ » ب بالعدد : فنحصل على !- م 

















الحل : 














1 
يسن 0 4 1 0 4 1 
1 3 |- “1680 لس ل 1 لم 
> 0 3 0 12 3 4 
4 
بالنسبة للمصفوفة 8 : 1 
4 
حسب نظرية الضرب 0 + لإب» 0 - كلم 
لا 0 
للمصفوفة نظير ضربي هو : 
1 
0 2 0 لا 1 
1 35 ححكح -د 5 8 
> ) 4 0 | لا[نك* 
لا 
ان هذا يعني انه اذا كانت 8 مصفوفة قطرية عناصرها مغايرة للصفر فان نظيرها مصفوفة 


قطرية أيضاً عناصر قطرها هي مقلوب عناصر القطر في 8 . 












/ال4 
تحقق بنفسك أن : 


ا 1 - '! رظ ا ث/) رك ا 8) - ر5 ا 8) ' (8 ١‏ م) 


أي من المصفوفات الاتية لها نظير ضربي ثم أوجده : 





١ 
١ 


12 20 1 -1 -83 5 2 0 
1 


ظ ظ 
| 
| © | و ]جو و | © ل 


الحل:.أ. لهذه المصفوفة نظير ضربي : 


0 ” 
أ .:. لهذه المصفوفة نظير ضربي هو : 0 ع هه - 1 5 - ل 
0 : 
2 |- والشسدام” 
1 3- 2 3-] م 
4 8 
5 5-5 
554-38-0 جه و يز ويه ب - ثم 
2 (3-) 3 0 








. ليس لهذه المصفوفة نظير ضربي . 




















إحسب 


المصفوفة 


0 خ 2 -1 ا (1) - 11 
'. لهذه المصفوفة تظير ضربي هو 
1 1 
7 2 
5 00 


الي لد 





. ليس لهذه المصفوفة نظير ضربي . 









3 5 
قيم ا التي تجعل المصفوفة الاتية ليس لها نظير ضربي 





12 7 





4 


3 12 ليس لها نظير ضربي عندما تكون محددتها صفراً أي 





0 


3 7 
12 ا 3 -2» 








0 


ميت لصاجح وب 40 جر حم صف احج مض حبس | ٠‏ وح )بص ل عسي 2 سطس 2 جص وبي ور مت ]فزن كن 


[10- 9 ]حل معادلات الدرجة الاولى في مجهولين باستخدام المصفوفات :. 


اذا أعطينا نظام المعادلتين : 


يمكن كتابتها بالصيغة المصفوفية : 





تسمى 8 مصفوفة المعاملاتء 8 مصفوفة المجاهيل ٠2‏ ) مصفوفة الثوابت واذا كانت المحدد 
0 + لهم أي 0 + »مط - 0 - لك فمن الممكن ايجاد حل (1) كما يلي : 


بضرب طرفي (1) في 2-1 6 »الم - (8 عام) لم 
خاصية التجميع 0 ١‏ 1ك - ظاء رهم ٠١‏ الم ) 
من تعريف النظير ‏ / 6 > 1-م -ظ م | 

لان ١!‏ عنصر محايد 6 م دم 


من الواضح ان بمقدورنا الان إيجاد المجهولين لا . ا (اللذين يشكلان حل نظام المعادلتين 
الاصليتين ) بدلالة الثوابت العددية »ا ,ا , © , © , © , 3 





© 


حل نظام المعادلتين الاتيتين باستخدام المصفوفات ثم حقق النتائج: 


الحل : 


نكتب المعادلة المصفوفية 
© -80 حيث : 
0 + 1- - 


53 > 5--7 2< 2 ح للم 


:8 لهانظير ويكون الحل ن) ١ا‏ 1 ثم ح يم 


1 
-1 


التحقيق : بالتعويض المباشر في (2) ٠»‏ (1) بقيمتي لا , “ا نجد ان : 


2 * 3 + 5 )-1( - 1 
3«3+7)-1(-2 








م 


<< محدد 















































- “يي “بيه توي ديه 

ثانبا : المحددات ١‏ 

1 لإنتعيي نو اسروسكم بسر سن‎ ٠ 

|] دسب - يي يي اب سي ل ب “ابي اياسم “سيد بيدا سيد ييح بهي-<«<صح < يربح" يبحببد‎ ١ 
. محددات الرتبة الثانية واستخداماتها في حل معادلات المجهولين‎ ] 0 -11[ 
يمرجم لاسو بعصي سور سسون . “سبو سبع حعو.خسر  حصين . تحصو ...سير ياس سل سين تسيو مسي سبيرر معو ليختن‎ ( 


اذا اعطينا نظام المعادلتين الاتيتين في مجهولين لا , : 


فان الاعداد © , » , ط ,3 تسمى المعاملات » أما العددان ! ,! فيسميان الثوابت تكون : 


5 
0 محدد المعاملات ويرمز لها بالرمز 85 نلاحظ ان معاملات المجهول *7 
م ا 


)| محدد المجهول * ونرمز لها بالرمز /١<‏ 





, ا تكون العمود الاول للمحدد /2: نسمي 


| ونحصل عليها من 8 وذلك بعد الاستعاضة عن العمود الاول (معاملات<) بالثوابت ! , ا 


: 3] محدد المجهول لا ونر مز له الرمز لا 48 وذلك بعد الاستعاضة عن 
1 6 


١‏ كما ذ 








| العمود الثاني (معاملات لا) بالثوابت »>/ , 1 والان بفرض ان 0 + 8 فان قيمتي المجهولين 
| لا. ا تحددان بالعلاقتين : 


























م ا 
>كاط - ا 
1 
د د 2 ع 
© - 30 5 3 
6 
1 3 
اه - عاق 5 7 
ح ح - بو 
عط - 30 م 2 ام 











١ 
0 
1 


حل نظام المعادلتين الاثنتين باستخدام المحددات : 





ظ حل نظام المعادلتين : 0 - لاله +3 , 0-ل9م- لاك 























نضع المعادلتين بالشكل : 


























ب ب - رلسطسسس - 1] 
21 2 3+18 6 “ا (3-)-3«»1 (|3- 4 
1 6 
4 3 
 -4| 3 »)-4(- 46 -12 - 4‏ 6]|] وم 
١ 1 ِ‏ - م | 
8 + 3 6 «<(3-) -1 3 ]|3- 2 3 4 
1 5 
12 36- 





© 61 - 7 - 0 





.د للك ,<< تمارين (4- 9) ح مه مر 


(1[ احسب قيمة المحددات الآتبة : 








4 7 13 


3 5 13 79 








جد حل كل من انظمة المعادلات الآتية باستخدام المحددات : 


4 يرد - »2 © 1 - - يرك -»3- 689 


1-“4- - لاد 3 - ا6 ج+» 








0 ح كا3 + ال4 
| ثم استخدم المصفوفات لحل انظمة المعادلات المذكورة في سؤال (2) . 





© جد قيمة 10 التي تجعللنظام المعادلات الاتية حلا : 
[ ع دلا2 +ي« 





4 <لام + عاق 





([0 اثبت ان المبادلة بين صفي محدد من الدرجة الثانية يغير من اشارتها فقط اي انه : 

































الفهرس 










الموضوع الصفحة 
الفصل الأول 2*0 
اللوغارتيميات 

٠-1]نبذة‏ مختصرة عن اللوغاريتمات ا ا ا 1 000000 

» [1-2] الدالة اللوغاريتمية 2000 

-1] خواص الدالة اللوغاريتمية 12570 00 

122 (9 اللوغاريتمات العشرية‎ ]1-4[ ٠» 
1 اللوغاريتمات الطبيعية‎ ]1-5[ ٠ 
00 اميتخدام 501ل الكاهيبة بوب ورومو بوجو مد مممويم ومن ووو‎ ]1-0[ 





المتتابعات 


10 00 المتتابعة كدالة وتعريف 521000 ال‎ ]2-1[ ٠ 
000001 الحد العام للمتابعة ل ا ا ا‎ ]2-2[ ٠ 
000000 المتتابعة الحسابية ا ااا‎ ]2 -1 ٠ 


| «[2-3-1] مجموع المتتابعة الحسابية اا ا ا م ا م ا اا 0 
٠‏ [2-4] المتتابعة الهندسية 252511011 5200 520 ع 31 
]2-4-1[١ 1]‏ الحد العام للمتابعة الهندسية ا 0000 
-2-4] المتتابعة الهندسية اللانهائية م ا 00 





القطوع المخروطية 
٠‏ نبذة تاريخية ا ل ل 00 530 
٠‏ مقدمة اا ا اا ا 12370100 لك ظ 
3-1] الدائرة وة0ة0ة0ة0ة0ة0ة0ة0ة 00005000005050 ظ 
٠‏ -3] معادلة الدائرة القياسية ا اا 11 1 1 110001000 
-3-2] معادلة الدائرة اذا مست احد المحورين أو كليهما ا 1110000 
٠‏ [-3-2] المعادلة العامة للدائرة 9590 1 
٠‏ [3-3] معادلة مماس الدائرة عند نقطة 5 
٠‏ [4-1] نبذة تأريخية ا 00 
-+] التطبيق اللاف ا ااا ااا ايا ا 21111111 
-4] دالة الظل ا ا ا 07000 2غط2غ2 
-4] دوال دائرية اخرى ا ا 1010000 
٠‏ 4-4-1] تعريف 0 شظ1” ا م ا ل م م 
-4-4] تعريف 0 
-4-4] تعريف و1000 ز 1 ز ز2ز23 2211*313 و و ل اي و لام 


000000 العلاقات بين الدوال الدائرية ا ا اا‎ ]4- 5[ ٠ 














ٌ 0 


1 ١ 


٠‏ -4] الزوايا المنتسبة 


6 -4] قيم الدوال الدائرية للزاوية التي قياسها ( 80- ) 
٠‏ -4] رسم منحنيات الدوال المثلثية 


. / الفصل الخامس 2١‏ 


[5-1] جوار العدد 
[5-2] غاية الدالة 
[5-3] غاية الدوال الدائرية 
[5-4] الاستمرارية 





المشتقات 
لد *[ 6-1] التفسير الهندسي للمشتقة غ1886ذ101ز1[1314[1 1[ 110100 
* 6-2] تطبيقات فيزيائية على المشتقة 1000 1 ظ 
* 6-3] قواعد المشتقة 1-5 1252305 وي 1 ١‏ 
*[ 6-4] قاعدة السلسلة 000010000 ا 0 110 | 
*[ 6-5] معادلة المماس للمنحني والعمود على المماس 1150-0989 
*[ 6-6] الاشتقاق الصمني 000 ل لخر 
*[ 6-7] مشتقات الدوال الدائرية 00 





3 1 5 . # 
© الفصل السابع ف 











[ 7-1] العلاقة بين مستويين في الفضاء ا ا 000 
[7-2] مبرهنة (1) ا ا اا اا 00 
[7-2-1] نتيجة 0 0 00 
[7-3] مبرهنة (2) 0 
[7-4] ميرهنة )3 ا ا ااا 00 
[7-5] مبرهنة (4) 1 
[7-5-1] نتيجة 001 
[6- 7] تعامد المستقيمات والمستويات 4153000 
[7-7] مبرهنة (5) 107 
[7-7-1] نتيجة يا ا ا ا ا ا ا 000 











الموضوع 


مبدأ العد والتباديل و التوافيق 
]8-٠‏ مبدأ العد 








ظ إن الفصل التاسع ©) ظ 
ظ المصفوفات ظ 
ظ 9-1 ] التعريف العام للمصفوفة 00 
9-٠‏ ] تعريف المصفوفة 0000 
- 9 ] تعريف [ تساوي مصفوفتين ] 01[11#11[ظ2ظ 
- 9] بعض المصفوفات الشهيرة 0000-0000 2121212 
9-٠‏ ] جمع المصفوفات وضربها بعدد حقيقي ل 200 
- 9] تعريف 0000 00030707070800خأأااااا 00 
- 9] نظير المصفوفة بالنسبة لعملية الجمع ”2 
9-7٠‏ ] النظير الضربي للمصفوفة 2000 
- 9 ] تعريف محدد المصفوفة مق م م ممم مم م ممم م مم م مم م لم مم مس000 218 
- 9] تعريف قمم مم م ممم ممم ممم ممم ممم ممعم ممم ممم مم ممم ممم ممعم مم66 219.666 
٠‏ 0- 9 ] حل معادلات الدرجة الأولى في مجهولين باستخدام 
المصفوفات 9و 20 
9< -9] محددات الرتبة الثانية باستخدامها في حل معادلات 
المجهولين ا 1 1 ل و لف 1 وك 0 و مانن واج ند لس 1 و د وو ا ع و اك 


























